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1 Einleitung: Phianomenologische Beschreibung
der Reflexion und Brechung

Das Verhalten elektromagnetischer Wellen an Grenzflichen, insbesondere die Re-
flexion und Brechung von Licht an transparenten Medien, gehort zu den grundle-
genden Erscheinungen der Optik und wird bereits im physikalischen Grundstudi-
um behandelt. Dennoch fiihrt gerade die Beschreibung dieser Phéanomene haufig
zu Verstandnisschwierigkeiten. Insbesondere bleibt bei einer rein makroskopischen
Betrachtung zunéchst unklar, weshalb sich die Ausbreitungsrichtung des trans-
mittierten Lichtes beim Eintritt in ein anderes Medium &andert und weshalb fiir
eine bestimmte Einfallsrichtung die Reflexion einer bestimmten Polarisationskom-
ponente vollstandig verschwinden kann. Letzteres Phdnomen wird durch den so-
genannten Brewster-Winkel beschrieben. Im ersten Kapitel wird das Verhalten
Elektromagnetischer Wellen an Grenzflichen zunéchst rein phénomenologisch be-
schrieben und die Erscheinungen durch mathematische Gesetzméfigkeiten erfasst.
Im weiteren Verlauf der vorliegenden Arbeit wird dann untersucht, wie sich die
Erscheinungen aus einem mikroskopischen, rein wellenoptischen Bild ergeben.

1.1 Reflexion und Brechung an einer Grenzfliche

In Abbildung ist eine elektromagnetische Welle dargestellt, die auf die Grenz-
flache zwischen zwei transparenten Medien trifft. Unter diesen Voraussetzungen
beobachtet man im Allgemeinen, dass sich die einfallende Welle beim Auftreffen
auf die Grenzflache in zwei Beitrége aufteilt: Einen Teil der Welle findet man auf
der urspriinglichen Seite der Grenzfliache als reflektierte Welle wieder, wiahrend ein
weiterer Teil in das zweite Medium eintritt und sich dort als transmittierte Welle
ausbreitet.

Die Richtungen der drei Wellen werden durch ihre jeweiligen Winkel zur Oberfla-
chennormalen beschrieben. Der Winkel zwischen einfallendem Strahl und Oberfla-
chennormaler wird als Einfallswinkel «;, der entsprechende Winkel der reflektierten
Welle als Reflexionswinkel d; und der Winkel der transmittierten Welle als Bre-
chungswinkel d, bezeichnet.

Experimentell zeigt sich, dass fiir die reflektierte Welle stets

51 = (11)

gilt. Der Reflexionswinkel ist also gleich dem Einfallswinkel. Dieses Ergebnis wird
als Reflexionsgesetz bezeichnet.

Die transmittierte Welle &ndert beim Ubergang zwischen den Medien ihre Ausbrei-
tungsrichtung. Diese Richtungsédnderung wird als Brechung bezeichnet. Sie héngt
von den Eigenschaften beider Medien sowie vom Einfallswinkel ab. Neben der
Richtungsénderung beobachtet man auch eine geringere Phasengeschwindigkeit
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Abbildung 1.1: Faillt Licht auf ein transparentes Medium wie Wasser oder einen
durchsichtigen Kristall, dann wird das Licht an der Grenzfliche reflektiert und
gebrochen.

der transmittierten Welle. Im Vakuum betragt die Phasengeschwindigkeit ¢y, wah-
rend sie in einem Medium mit Brechungsindex n durch

Co

= (1.2)

C =

gegeben ist. Der Brechungsindex wird dementsprechend als Verhéltnis der Vaku-
umlichtgeschwindigkeit zur Phasengeschwindigkeit im Medium definiert:

Co
= —. 1.3
n . ( )

In einem Medium mit gréferem Brechungsindex breitet sich eine elektromagneti-
sche Welle somit mit einer kleineren Phasengeschwindigkeit aus. Die quantitative
Beschreibung der Brechung erfolgt durch das Brechungsgesetz

ny sin(a)) = ng sin(dy), (1.4)

wobei ny und nsy die Brechungsindizes des ersten beziehungsweise zweiten Mediums
bezeichnen. Das Gesetz zeigt insbesondere, dass die Richtungsénderung nicht allein
durch die Grenzflache als geometrisches Objekt bestimmt wird, sondern durch den
Unterschied der optischen Eigenschaften der beiden Medien.



1.2 Der Brechungsindex und die Lorenz-Lorentz-Gleichung

Der Brechungsindex ist eine Materialeigenschaft und héngt daher von der Art des
Mediums ab. Auf mikroskopischer Ebene lasst sich Materie als eine grofe Anzahl
polarisierbarer Atome oder Molekiile auffassen. Ein elektromagnetisches Feld kann
dabei eine Verschiebung der Ladungsverteilung innerhalb der Atome hervorrufen,
sodass elektrische Dipole angeregt werden. Die Eigenschaften dieser induzierten
Dipole bestimmen wiederum, wie sich eine elektromagnetische Welle im Material
ausbreitet.

Der Zusammenhang zwischen dem Brechungsindex und den mikroskopischen Ei-
genschaften des Materials wird durch die Lorentz-Lorenz-Gleichung beschrieben.
In ihrer iiblichen Form lautet sie

AT n?—1

- - 1.5

3T iy (15)
wobei NV die Anzahl der polarisierbaren Teilchen pro Volumen und « deren Pola-
risierbarkeit bezeichnet.

Die Gleichung stellt damit einen Zusammenhang zwischen einer makroskopisch be-
obachtbaren Grofse, dem Brechungsindex n, und mikroskopischen Materialeigen-
schaften her. Fiir die vorliegende Arbeit ist insbesondere von Bedeutung, dass der
Brechungsindex nicht als unabhéngige Eigenschaft in die Beschreibung eingefiihrt
werden muss. Er kann vielmehr aus der Wechselwirkung der elektromagnetischen
Welle mit den im Medium angeregten Dipolen berechnet werden.

Eine wesentliche Frage lautet daher, wie aus den von den einzelnen Dipolen er-
zeugten Wellen eine resultierende Welle mit einem bestimmten Brechungsindex
und einer bestimmten Ausbreitungsrichtung entsteht. Genau diese Frage wird im
zweiten Kapitel mithilfe des Ewald-Oseen-Extinktionstheorems untersucht.

1.3 Reflexions- und Transmissionsvermogen

Neben der Anderung der Ausbreitungsrichtung und der Phasengeschwindigkeit
beobachtet man an einer Grenzfliche auch eine Anderung der Intensitét. Im All-
gemeinen wird nicht die gesamte Energie der einfallenden Welle transmittiert. Ein
Teil wird reflektiert, wahrend der verbleibende Teil in das zweite Medium tibertra-
gen wird.

Die Stérke der Reflexion héngt dabei sowohl vom Einfallswinkel als auch von den
Eigenschaften der beteiligten Medien ab. Dariiber hinaus héngt sie von der Po-
larisation des Lichtes ab. Deshalb werden die elektromagnetischen Wellen zweck-
mékigerweise hinsichtlich ihrer Polarisation relativ zur Einfallsebene unterschie-
den. Man bezeichnet die beiden Polarisationsrichtungen iiblicherweise als s- und



p-Polarisation.

Das Verhéltnis der Amplitude der reflektierten beziehungsweise transmittierten
Welle zur Amplitude der einfallenden Welle wird durch die Reflexions- und Trans-
missionskoeffizienten beschrieben:

Erer y FErans
Eein B Eein
Diese Koeffizienten sind im Allgemeinen von der Polarisation und vom Einfalls-
winkel abhéngig. Die bekannten Fresnelschen Formeln geben diese Abhéngigkeiten
quantitativ an. Fir die beiden Polarisationsrichtungen ergeben sich unterschiedli-
che Reflexions- und Transmissionskoeffizienten.

T =

(1.6)



2 Mikroskopische Beschreibung

Das Ewald-Oseen-Extinktionstheorem beschreibt die Ausbreitung einer elektroma-
gnetischen Welle in einem dielektrischen Medium ausgehend von der mikroskopi-
schen Vorstellung einer Gesamtheit induzierter elektrischer Dipole. Im Folgenden
wird der Fall eines homogenen, isotropen Mediums betrachtet, das den Halbraum
z < 0 ausfiillt, wiahrend fiir z > 0 Vakuum vorliegt. Ausgangspunkt ist die mi-
kroskopische Integrodifferentialgleichung fiir das effektive Feld der Dipole. Aus
der mathematischen Struktur ihrer Losungen werden das Extinktionstheorem, die
Lorenz—Lorentz-Gleichung, die Gesetzméfigkeiten von Brechung und Reflexion so-
wie die Fresnelschen Amplitudenkoeffizienten systematisch abgeleitet. In Principles
of Optics von Max Born und Emil Wolf [1] findet man eine vollstindige Herlei-
tung des Ewald-Oseen-Extinktionstheorem, das auch in dieser Arbeit als Quelle
herangezogen wird.

2.1 Ausgangspunkt: Ein dielektrisches Medium als System
von Dipolen

Wir betrachten eine monochromatische ebene elektromagnetische Welle, die aus
dem Vakuum auf eine ebene Grenzflache bei z = 0 trifft. Die mikroskopische Be-
schreibung ersetzt das Kontinuum durch eine grofe Zahl elektrisch polarisierbarer
Molekiile, die unter dem Einfluss der Lichtwelle als Dipole reagieren. Fiir ein iso-
tropes Medium ist das induzierte Dipolmoment eines Teilchens proportional zum
effektiven elektrischen Feld E' am Ort des Dipols. Mit der mikroskopischen Pola-
risierbarkeit o und der Teilchendichte N gilt fiir die makroskopische Polarisation
P (elektrisches Dipolmoment pro Volumeneinheit):

P(r,t) = NaE'(r,t). (2.1)

Das effektive Feld E' an einem Molekiilplatz setzt sich zusammen aus dem extern
einfallenden Feld E®) und den Feldern aller iibrigen im Medium induzierten Dipo-
le. Es darf folglich nicht einfach mit der einfallenden Welle gleichgesetzt werden.
Diese mikroskopische Selbstwechselwirkung ist die Grundlage des Ewald-Oseen-
Ansatzes.

2.2 Die mikroskopische Integralgleichung

Das Feld eines jeden induzierten Dipols wirkt auf alle anderen Dipole zuriick. Im
Kontinuum fiihrt die Aufsummierung aller Sekundérwellen auf eine Integrodiffe-
rentialgleichung fiir das effektive Feld. Fiir einen Beobachtungspunkt r im Inneren
des Mediums (z < 0) gilt:

s NaE' <r’,t — —|r;r,|)
d*r’. (2.2)

E'(r,t) = EY(r,t) + rot rot/

o ‘I‘ - I‘/‘



Hierbei bezeichnet ¥ die dufsere Grenzflaiche des Mediums (z = 0) und o die
Oberflache einer kleinen Aussparungs-Kugel vom Radius ¢ um den Beobachtungs-
punkt r, die zur Vermeidung der Singularitdt des Dipolfeldes ausgeschlossen wird
(Grenziibergang a — 0).

2.3 Das Ewald—0Oseen-Extinktionstheorem

Zur Losung der Integralgleichung setzen wir fiir die Polarisation P eine monochro-
matische ebene Welle an, die dieselbe Kreisfrequenz w wie die einfallende Welle be-
sitzt, sich jedoch mit einer noch zu bestimmenden Phasengeschwindigkeit ¢ = ¢o/n
im Medium ausbreitet:

P(r,t) = (n? — 1)k2 Q(r) 2.3
wobei ky = w/cyp und das raumabhingige Feld Q(r) die Helmholtz-Gleichung
V2Q + n?k2Q = 0 sowie die Quellenfreiheit div Q = 0 erfiillt.

Nutzt man die Darstellung des Skalarpotentials
eikzo [r—r’|

G(r) = (2.4)

]

aus und wendet den Greenschen Satz auf das Volumenintegral an, lasst sich das
von den Dipolen erzeugte Feld E(Y mathematisch exakt in zwei Beitrige zerlegen:

At n? + 2 oG 0Q i
EW(r,t) = 3 E 1 P(r,t) +rot rot/E (Qﬁ - GW) ds' e ™", (2.5)

Der erste Term erfiillt die Wellengleichung fiir eine Ausbreitung mit der Medi-
umsgeschwindigkeit ¢ = ¢o/n. Der zweite Term (das Oberflachenintegral tiber die
Grenzfliche X)) erfiillt hingegen die homogene Wellengleichung im Vakuum und
breitet sich mit der Lichtgeschwindigkeit ¢y aus.

Damit die Integralgleichung im Inneren des Mediums fiir alle Orte erfiillt ist,
miissen die Anteile mit unterschiedlichen Ausbreitungsgeschwindigkeiten (¢y bzw.
¢o/n) unabhéngig voneinander verschwinden. Aus dem Verschwinden des Anteils
mit Vakuumlichtgeschwindigkeit folgt:

ov'

Dies ist die mathematische Formulierung des Ewald-Oseen-Extinktionstheorems:
Die von den induzierten Dipolen emittierte Sekundarstrahlung 16scht die einfallen-
de Vakuumwelle E®) im Inneren des Dielektrikums durch destruktive Interferenz
exakt aus (Extinktion). Das im Medium verbleibende Feld ist ausschlieflich der
kollektive Beitrag der Dipolstrahlung, der sich mit der reduzierten Geschwindigkeit
co/n bewegt:

E@(r,t) + rot rot/ <Q% - Ga—Q> ds’ e~t — . (2.6)
5 v



E(r,t) = 4rkj Q(r) e " (2.7)

2.4 Lorentz-Lorenz-Gleichung

Die zweite Bedingung betrifft den Anteil, der sich mit der Phasengeschwindigkeit
co/n ausbreitet. Aus dem Vergleich der Koeffizienten vor der Polarisation P auf
beiden Seiten der Losungsgleichung folgt unmittelbar:

1 P_47Tn2+2

E=—P=— 2.8
N« 3 n?2-—1 (28)
Dadurch erhélt man sofort die Lorentz-Lorenz-Gleichung:
4 n?—1
= - 2.9
30T 22 (29)

Diese Beziehung verkniipft den makroskopischen Brechungsindex n direkt mit der
mikroskopischen Polarisierbarkeit oo und der Teilchendichte N.

2.5 Transmittierte Welle und Brechungsgesetz
Um die Brechung und die Amplituden explizit herzuleiten, formulieren wir die
auftretenden Wellen als ebene Wellen. Die einfallende Welle lautet:

EO(r,t) = Ageilotrs=et] (2.10)

wobei s0) = (—sin(a),0, — cos(a)) der Einheitsvektor der Ausbreitungsrichtung
im Vakuum und « der Einfallswinkel gegen die Flachennormale ist.

Fiir das transmittierte Feld setzen wir eine ebene Welle im Medium an:

E(I‘, t) — 4,/Tk,gQOei[nko(r-s(t))—wt} = Toei[nko(r-s(t))—wth (211)

mit der transmittierten Feldamplitude Ty = 47k2Qo und dem Richtungsvektor
st) = (—sin (d,),0, — cos (6)).

Zur Auswertung der Oberflachenintegrale in der Extinktionsbedingung fiir einen
Beobachtungspunkt knapp an der Oberfliche verwendet man die Methode der
stationdren Phase. Das Integral J = [,(...)dS’ iiber die Ebene z = 0 ergibt im
Fernfeld:

ﬂ_Sin(Gi + 915) etko(rs)

J=-2
cos 6, sin 0,

, (2.12)

wobei s = (—sin(¢), 0, — cos(¢)) den Vektor der stationdren Phase bezeichnet mit
nsin(dy) = sin(ds).



Setzt man dieses Resultat in die Extinktionsbedingung (2.6) ein, nimmt diese die
folgende Form an:

+ 9)

A iko(r-sC )) k2 Sll’l(Oé (z) % iko(r-s) 213
¢ O cos(a) sin(dy) L ( Q)] e (2.13)
Damit diese Gleichung an jedem Punkt der Grenzflache identisch gilt, miissen die
Phasenfaktoren auf beiden Seiten iibereinstimmen. Es muss folglich s = s() gelten.
Dies impliziert ¢ = o und fiihrt direkt auf das Brechungsgesetz

sin(a) = nsin(ds) (2.14)

Angenommen die einfallende Welle kommt nicht aus dem Vakuum, sondern aus
einem Medium mit Brechungsindex n; und tritt in ein Medium mit Brechungsindex
no ein, folgt das bekannte Brechungsgesetz

ny sin(a) = ng sin(dq) (2.15)

Ebenso folgt, dass der gebrochene Wellenvektor in der durch Einfallswinkel und
Flachennormale aufgespannten Ebene liegt.

2.6 Reflektierte Welle und Reflexionsgesetz

Betrachtet man den Beobachtungspunkt aufserhalb des Mediums (z > 0), so liefert
das Integral iiber die polarisierten Dipole das reflektierte Feld E) im Vakuum:

E(r) (I‘, t) — rot I"Ot/ (Q_ _ GZQ) ds’ e —iwt — Roei[ko(r-s(r))—wt]_ (2.16)
%

Die mathematische Auswertung mittels stationédrer Phase verlauft analog zu vor-
herigem Abschnitt, jedoch kehrt sich die z-Komponente des Ausbreitungsvektors
um. Es ergibt sich s = (—sin(d;),0,cos(d;)) mit der Bedingung §; = 7 —
woraus direkt das bekannte Reflexionsgesetz folgt:

(51 =« (217)

Die reflektierte Welle entsteht somit naturgeméft aus der rdumlich begrenzten kol-
lektiven Dipolverteilung an der Oberfliche des Mediums.

2.7 Fresnelsche Formeln

Aus dem Ewald-Oseen-Ansatz lassen sich nun die Amplitudenverhéltnisse zwischen
der einfallenden Welle Ag, der transmittierten Welle Ty und der reflektierten Welle
R, direkt bestimmen.

Durch Auswertung des doppelten Kreuzprodukts in der Extinktionsgleichung er-
hiilt man fiir die transmittierte Feldamplitude Ty = 47k2Qp:



1sin(a +d,)

Ay = .
2 cos o sin 0

[To — s (s - Ty)]. (2.18)

Zerlegt man die Vektoren in Komponenten senkrecht (L) und parallel (||) zur

Einfallsebene und beriicksichtigt die Transversalitédtsbedingungen (Ag - s =0
sowie Ty - st) = 0), erhilt man die Transmissionskoeffizienten:

Ty 2cos(a)sin(ds) T 2 cos(a) sin(dz) (2.19)
Ay sin(a +dy) A  sin(a + 0y) cos(a — ) ’

Fiir die reflektierte Feldamplitude im Vakuum folgt aus dem Oberflachenintegral
im Halbraum z > 0:
1 sin(a — d9)
Ry=——-—r—" [Tg—s" (s Ty)]. 2.20
0 2 cos(a) sin(dz) [To—s" (s 0)] (220)
Driickt man Ty durch die einfallenden Amplituden A, bzw. A aus, ergeben sich
unmittelbar die bekannten Fresnelschen Formeln fiir die Reflexion:

R, sin(a —d,) Ry tan(a — dy)

= = 2.21
A sin(a + d2) Ay tan(a + ;) (221)

Damit zeigt der Ewald-Oseen-Ansatz, dass Brechung, Reflexion, Phasengeschwin-
digkeiten und Amplitudenverhéltnisse vollkommen ohne phédnomenologischer Rand-
bedingungen aus der mikroskopischen Wechselwirkung koharent strahlender Dipole
hervorgehen.

2.8 Anschauliche Interpretation: Anderung der
Phasengeschwindigkeit durch Phasenverzogerung

Die mathematischen Resultate des Extinktionstheorems lassen sich physikalisch
anschaulich durch das Phénomen der Phasenverzogerung bei erzwungenen Schwin-
gungen verstehen. Dadurch wird insbesondere deutlich, dass die Anderung der
Phasengeschwindigkeit der transmittierten Welle kein elektrodynamisches Phéno-
men ist, sondern in einem rein wellenoptischen Modell verstanden werden kann.

Trifft die primére elektromagnetische Vakuumwelle auf ein dielektrisches Medium,
wirkt das elektrische Feld auf die gebundenen Elektronen der Atome. Diese wer-
den gegeniiber den Atomriimpfen aus ihrer Ruhelage gelenkt und zu erzwungenen
Schwingungen mit der Kreisfrequenz w der einfallenden Welle angeregt. Als schwin-
gende Dipole emittieren die Molekiile ihrerseits Kugelwellen (Sekundérwellen), die
sich im Mikroskopischen jeweils exakt mit der Vakuumlichtgeschwindigkeit ¢y aus-
breiten.

10



Da es sich bei den Dipolschwingungen im Dielektrikum um erzwungene Schwin-
gungen unterhalb der Eigenfrequenz des Materials handelt, eilt die Schwingung der
Dipole — und damit die von ihnen emittierte Sekundéarstrahlung — der anregenden
Welle in der Phase nach (Phasenverzogerung). Im Inneren des Mediums summiert
sich die Strahlung aller mikroskopischen Dipole kohérent auf. Diese Uberlagerung
fiihrt nach dem Extinktionstheorem zu zwei Effekten:

1. Der mit Vakuumgeschwindigkeit ¢y laufende Anteil der Dipolstrahlung in-
terferiert destruktiv mit der einfallenden Primérwelle und l6scht diese im
Material vollstandig aus.

2. Der verbleibende kollektive Anteil der Dipolstrahlung formt eine neue makro-
skopische Wellenfront. Durch die fortlaufende Phasenverzogerung der emit-
tierenden Dipole ist die Wellenlénge A dieser resultierenden Welle gegeniiber
der Vakuumwellenlédnge Ag verkiirzt (siehe Abbildung :

A= 20 (2.22)

|

il

¥\W %
\

Abbildung 2.1: Visualisierung der Wellenléngenverkiirzung im Medium durch die
Phasenverzogerung der gestreuten Wellen. Die Primérwelle (von links einfallend)
ist schwarz, das Gesamtfeld der gestreuten Dipolwellen rot und die resultierende
transmittierte und reflektierte Welle blau dargestellt.[2]

1

Da die Kreisfrequenz w beim Ubergang ins Medium unverindert bleibt, fiihrt die
Verkiirzung der Wellenlénge auf eine reduzierte effektive Phasengeschwindigkeit c:

11



c===2=2 (2.23)

Die resultierende Welle bewegt sich somit im Medium langsamer, obwohl sich jede
einzelne mikroskopische Kugelwelle mit Vakuumlichtgeschwindigkeit ¢y durch den
freien Raum zwischen den Atomen bewegt. Die Verlangsamung ist somit ein rein
kollektiver Effekt der phasenverzdgerten koharenten Streuung. Der Brechungsindex

Co
= = 2.24
n . ( )

ist folglich ein Mafs fiir die Stéarke dieser mikroskopischen Phasenverschiebung.

Die induzierten Dipole strahlen nicht nur in Ausbreitungsrichtung des Mediums
(z < 0), sondern isotrop in alle Raumrichtungen und somit auch zuriick in den
Halbraum des Vakuums (z > 0).

Im Aufenraum existiert keine einfallende Primérwelle, die in negative z-Richtung
verlauft. Daher kommt es dort zu keiner Extinktion durch destruktive Interferenz
mit der einfallenden Welle. Die Wellen der einzelnen Dipole interferieren im Vaku-
um ausschlieflich untereinander. Durch konstruktive Interferenz entlang der durch
die stationdre Phase vorgegebenen Richtung bilden sie die reflektierte Welle. Da
sich diese Sekundarwellen im Vakuum ohne wechselwirkendes Medium ausbreiten,
lauft die reflektierte Welle exakt mit der Vakuumlichtgeschwindigkeit cy.

2.9 Alternative Herleitung des Reflexions- und
Brechungsgesetz

Das aus dem Ewald-Oseen-Extinktionstheorem hergeleitete Reflexions- und Bre-
chungsgesetz lasst sich auch in einem vereinfachten Modell herleiten. In diesem
Modell wird zum einen die im letzten Kapitel hergeleitete Anderung der Phasen-
geschwindigkeit der transmittierten Welle auf ¢o/n vorrausgesetzt. Zum anderen
wird vorausgesetzt, dass sich die transmittierte und reflektierte Welle ebenfalls in
der Einfallsebene ausbreiten. Durch diese Herleitung soll verdeutlicht werden, dass
das Reflexions- und Brechungsgesetz nicht ausschliefslich als elektrodynamische Ge-
setze verstanden werden konnen, sondern auch in einem rein wellenmechanischen
Modell herleitbar sind.

Beginnen wir mit dem reflektierten Strahl: Die Ausbreitungsrichtung der reflektier-
ten Welle ergibt sich aus der einzigen Raumrichtung, in welche die von den Dipolen
emittierten Wellen konstruktiv interferrieren. Fiir die Berechnung der entsprechen-
den Raumrichtung betrachten wir in Abbildung [2.2| eine Wellenfront (Primérwelle
= griin), die im Winkel a zur Oberflichennormalen auf die Grenzfléche eines trans-
parenten Mediums einféllt. Die Priméarwelle kommt nicht zwingenderweise aus dem
Vakuum, sondern aus einem beliebigen Medium mit Brechungsindex n; = c¢y/c;.
Das Medium, in das die Primérwelle eintritt, habe hingegen den Brechungsindex

12



No = Co/CQ.
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Abbildung 2.2: Abbildung zur Herleitung des Reflexionsgesetz

Die Dipole der ersten Grenzschicht werden zunéchst durch die Priméarwelle mit ei-
ner bestimmten relativen Phasenlage angeregt. Das von den Dipolen im Innern er-
zeugte Feld wirkt anschliefsend auch auf die Dipole der ersten Grenzschicht zuriick
und macht die Anregung selbstkonsistent. Diese Riickwirkung kann die Amplitude
und eine gemeinsame Phasenverschiebung der Dipolschwingungen verdndern, &n-
dert aber nicht die durch die tangentiale Phase der einfallenden Welle vorgegebene
relative Phasenlage zwischen benachbarten Dipolen. Daher kann die relative Pha-
senlage zweier benachbarter Dipole der ersten Grenzschicht durch die verzogerte
Anregung durch die Primérwelle berechnet werden.

Zum Zeitpunkt ¢; wird also der erste Dipol links von der Primérwelle zur Schwin-

gung angeregt. Zum Zeitpunkt t5 > ¢; wird auch der zweite Dipol weiter rechts

etwas spater von der Primédrwelle zur Schwingung angeregt. Fiir die Zeitdifferenz
L

2 _ Zsin(a). (2.25)

&1 &1

At =
Die zweite Dipolwelle ist zur ersten Dipolwelle also um die Phasenverschiebung

L-w

Ap=w- At = sin (@) (2.26)

&1
verzogert, wobei w die Frequenz aller hier betrachteten Wellen ist. Beide Dipol-
wellen iiberlagern mit der Priméarwelle. Die reflektierte Welle breitet sich mit der
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Geschwindigkeit c¢; aus. Den Winkel zur Lotgeraden, in den sich die reflektierte
Welle ausbreitet, bezeichnen wir mit ¢;. Die beiden Dipolwellen kénnen nur in die
Richtung konstruktiv interferrieren, in welche die erste Dipolwelle eine zuséatzliche
Wegdistanz s; zuriicklegt, sodass die Phasenverzogerung zwischen beiden Dipol-
wellen aufgehoben wird. Also gilt

Agb—w-ﬂ: L.wsin(a)— Lrw

1 8] 8]

sin (6;) = 0 (2.27)
Daraus folgt sofort das Reflexionsgesetz oo = 9.

Die Ausbreitungsrichtung der transmittierten Welle berechnet man durch ein ana-
loges Prinzip (siehe Abb. . In Bewegungsrichtung der Priméarwelle iiberlagern
die Wellen zur einer resultierenden Welle, die sich mit der Geschwindigkeit ¢y # ¢y
in die tieferen Schichten des Mediums ausbreitet.

Abbildung 2.3: Abbildung zur Herleitung des Brechungsgesetz

Die zweite Dipolwelle weist wieder dieselbe Phasenverzogerung

Ad = L% gin (a) (2.28)

&1

zur ersten Dipolwelle auf, da die Primérwelle die zusétzliche Strecke sy zuriick-
legen muss, bevor sie den zweiten Dipol anregt. Der Phasenvorsprung der ersten
Dipolwelle zur zweiten Dipolwelle durch die zusétzliche Strecke s;, die die erste
Dipolwelle im Medium in der Zeit zuriicklegt bis der zweite Dipol angeregt ist,
muss die Phasenverzogerung A¢ exakt autheben damit die beiden Dipolwellen
konstruktiv interferrieren. Also gilt

14



Agb—uwﬂ:[wwsin(oz)—lww

C2 & C2

sin (6,) = 0 (2.29)

und folglich ¢, - sin () = ¢; - sin (d2). Mit den Brechungsindizes der beiden Mate-
rialien ergibt sich dann das bekannte Brechungsgesetz n; - sin () = ng - sin (ds).
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3 Makroskopische Beschreibung

In diesem Kapitel soll eine alternative Herleitung der Fresnelschen Formeln durch
eine makroskopische Beschreibung elektromagnetischer Wellen an Grenzflachen ge-
zeigt werden. Diese Herleitung dhnelt der urspriinglichen Herleitung von Augustin
Fresnel, nach dem die Formeln benannt sind. Fresnel leitete die Amplitudenverhélt-
nisse bereits im Jahr 1823 [3] her und somit einige Jahrzehnte vor der Entwicklung
der Elektrodynamik. Seine Herleitung beruht also auf einem rein wellenoptischen
Modell und zeigt somit, dass die Amplitudenverhéltnisse des reflektierten und ge-
brochenen Lichts keine Konsequenz der Elektrodynmik sind, sondern direkt aus
den Prinzipien der Wellenmechanik folgen.

In Abbildung betrachten wir eine Priméarwelle, die im Winkel « in der y-z-
Ebene auf eine Grenzfliche bei z = 0 einfallt.

Abbildung 3.1: Abbildung zur Herleitung der Reflexions- und Transmissionsko-
effizienten

Die Primérwelle Eem kann zerlegt werden in einen Anteil E®.  der senkrecht zur

ein’
Einfallsebene polarisiert ist und einen weiteren Anteil E”. . der parallel zur Ein-

ein’
fallsebene polarisiert ist:
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1 0
= B, (0 E?, = Epe'™ =5 | —sin () (3.1)

ein

0 cos ()

Es

ein

Nach dem selben Prinzip konnen auch die reflektierte und transmittierte Welle
zerlegt werden und man erhalt

1 0
E5,; = Re'™t=R7 [ EP, = Ry | sin (a) (3.2)
0 cos ()
B 1 B 0
Egrans = Tsei(wt_ktf) 0 E_:frans = Tpei(’LUt—ktF) sin (52) (33)
0 cos (d2)

Da sich die gesamten Wellenerscheinungen in Abbildung durch die Uberlage-
rung der einfallenden Primérwelle und der induzierten Dipolwellen ergibt, gibt es
drei Bedingungen, die zu einer solchen Wellenerscheinung fiihren:

e Die einfallende Gesamtintensitit entspricht der Intensitdt der reflektierten
und transmittierten Welle (Energieerhaltung).

e Das Gesamtfeld vor und hinter der Grenzflache ist stetig (Stetigkeitsbedin-
gung)

Die Stetigkeitsbedingung folgt intuitiv daraus, dass sich das Feld entlang der
Grenzfliche aus der Uberlagerung der horizontalen Feldstirke der einfallenden
Welle und der horizontalen Feldstiarke des Dipolfelds ergibt. Fiir senkrecht polari-
siertes Licht gilt demnach Es + Esef = B und folglich

ein T trans

Esei(wt_ECHF) + Rsei(Wt_ETHF) — Tsei(wt—EtH’F) (34)
Da die Gleichung fiir alle Zeiten und alle Orte giiltig ist, folgt

1+r, =t EeH = E’I‘H = EtH (35)

wobei ry = Rs/Es und t, = T,/ E,. Aus der Stetigkeitsbedindung folgt also eine
Gleichung fiir die Amplitudenverhéltnisse und eine Gleichung fiir die Phasenbe-
dingung der Wellen. Die Phasenbedingung lautet ausgeschrieben

oy sin(cr) = [y | sin(81) = |Fy| sin(6) (3.6)

Wegen |k| = 2 — 2mn (3 ist die Frequenz und n der Brechungsindex des jeweili-
gen Mediums) folgt

2 2 2
TNW sin(a) = TN W sin(6,) = TN W

C C Cc

sin(dq) (3.7)

17



Daraus folgt sofort das Reflexionsgesetz und das Brechungsgesetz

a =0 ny sin(a) = ng sin(dq) (3.8)

Fiir parallel polarisiertes Licht folgt wegen @ = §; die Amplitudenbedingung

sin(a)(r, — 1) = t,sin(ds) (3.9)
Fiir die Intensitéat I einer Elektromagnetischen Welle mit der Amplitude A gilt

1
I= §cneoA2. (3.10)

Dabei ist ¢ die Vakuumlichtgeschwindigkeit, n der Brechungsindex des Mediums
und ¢, die elektrische Feldkonstante. Aufgrund der Energieerhaltung gilt fiir die
Leistung P = I-S-cos (0), die die einfallende, reflektierte und transmittierte Welle
durch dasselbe Flachenelement S in die Raumrichtung 6 ausstrahlen

Pein = Pref + Ptrans

1 1 1
§cnleoE2 -8 cos(a) = §cn160R2 S - cos (a) + §Cn2€0T2 S - cos (02)

n1 E? cos (o) = ny R? cos (o) + noT? cos (62)

sin (32) 2 = s (92) cos (a) R? + ny cos 2
"2 in () () B7 =, sin () () cos (02)T
cos (@) sin (0y) = cos () sin (63)7r? + cos (J2) sin ()t (3.11)

Der Faktor r := % wird als Reflexionskoeffizient, der Faktor ¢ := % als Transmissi-
onskoeflizient definiert. Wir fassen die Bedingungen aus denen die Reflexions- und
Transmissionskoeffizienten bestimmt werden kénnen noch einmal zusammen. Fiir
den Reflexions- und Transmissionskoeffizient der senkrecht polarisierten Welle gilt

(i) cos(a)sin (dy) = cos (a)sin (d2)r? + cos (82) sin ()2

(i) 14r,=1 (3.12)
Fiir den Reflexions- und Transmissionskoeffizient der parallel polarisierten Welle

gilt

(i)  cos (a)sin (02) = cos () sin (d2)r2 + cos (J2) sin (a)t2

(iv)  sin(a)(r, — 1) = t,sin (d2) (3.13)

Loést man das Gleichungssystem bestehend aus Gleichung (i) und (ii) nach den
beiden unbekannten Koeffizienten auf, erhélt man (siehe Anhang 77)
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sin(a — dg) _ 2cos(a)sin(dy)

= — _— u].4
s sin(a + d9) ° sin(a + d9) (3.14)
Aus Gleichung (iii) und (iv) folgt
= tan(a — d2) R 2 cos(a) sin(ds) (3.15)
tan(a + ds) sin(a + d2) cos(a — d2)

Dies sind die bekannten Fresnelschen Formeln, die hier aus rein wellenoptischen
Uberlegungen hergeleitet wurden. Die hier vorgestellte Methode stellt eine Alter-
native zur sonst iiblichen Herleitung der Fresnelschen Formeln aus den Stetigkeits-
bedingungen der Elektrodynamik dar.
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4 Brewster-Winkel

Aus dem Quadrat der Reflexions- und Transmissionskoeffizienten berechnet man
das Reflexions- und Transmissionsvermoégen. In der Abbildung [4.1] ist links das
Reflexions- und Transmissionsvermogen fiir den Ubergang einer Elektromagneti-
schen Welle aus dem Vakuum mit Brechungsindex n; = 1 ins optische dichtere
Medium mit Brechungsindex n, = 1,5 dargestellt. Rechts daneben fiir den Fall
eines Ubergangs der Welle vom optisch dichteren Medium ins Vakuum.

n =1 n, =15 n =15 n,=1
1 1
0,91 o 0,9
8
0,81 § 0,8
0,7+ T 0,77
4
0,6 g 0,6-
8 . S ¥ I
Ty 2 Ty
0,5 T, g 057 T,
0,4 ‘ —R § 0,4 —R
0,3 ‘ —& 2 03- —R
Q
g
0,21 & 0,21
&
0,1 0,1 |
|
0 ————————— 0 ——
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Einfallswinkel Einfallswinkel

Abbildung 4.1: Reflexions- und Transmissionsvermogen einer Elektromagneti-
schen Welle beim Ubergang aus dem Vakuum in ein optisch dichteres Medium mit
Brechungsindex ny = 1, 5.

Neben des grundsitzlich zu erwartenden Phdnomens, dass fiir grofere (das heifst
flachere) Einfallswinkel die transmittierte Leistung abfallt und ein immer groferer
Anteil reflektiert wird, lassen sich sowohl in der linken als auch in der rechten
Abbildung ein weiteres interessantes Phénomen beobachten. Beim Ubergang vom
optisch diinneren ins optisch dichtere Medium verschwindet das Reflexionsver-
mogen des parallel zur Einfallsebene polarisierten Strahls fiir einen Einfallswinkel
von ungefihr 57°. Beim Ubergang ins optisch diinnere Medium (rechte Abbildung)
tritt dasselbe Phénomen fiir einen Einfallswinkel von ungefdhr 34° ein. Ein Ein-
fallswinkel, der zu diesem Phénomen fiihrt, wird Brewster-Winkel genannt. Der
Brewster-Winkel a g entspricht genau dem Einfallswinkel bei dem der Winkel zwi-
schen reflektierten und transmittierten Strahl 90° entspricht. Es gilt

ap = arctan <@> (4.1)

ni
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4.1 Widerspriichliches Erklarungsmodell der
Dipol-Abstrahlcharakteristik

Zunachst diskutieren wir ein widerspriichliches Erklarungsmodell des Brewster-
Winkels, das leider haufig im physikalischen Grundstudium im Rahmen der Elek-
trodynamik gelehrt wird.

Anhand einer Skizze, wie sie in Abbildung 4.2 dargestellt ist, wird haufig versucht,
das Phanomen, dass beim Brewster-Winkel auftritt, zu erklaren. Zu sehen ist eine
von der linken Bildseite einfallende Welle aus dem Vakuum, die zur Einfallsebene
parallel polarisiert ist. Die Feldvektoren schwingen also wie dargestellt in der Ein-
fallsebene orthogonal zur Ausbreitungsrichtung der Welle. Die transmittierte Welle
ist natiirlich ebenfalls parallel polarisiert. Auch hier schwingen die Feldvektoren
orthogonal zur Ausbreitungsrichtung der transmittierten Welle. Die einzelnen Di-
pole sind ebenfalls parallel zur transmittierten Welle polarisiert. Und nun folgt das
Argument: Ein polarisierter Dipol emittiert tatsdchlich keine gleichférmigen Ku-
gelwellen, sondern besitzt eine spezifische Abstrahlcharakteristik, die ihm verbietet
parallel zu seiner Polarisationsachse abzustrahlen. Wenn die Polarisationsachse der
Dipole genau in die Richtung orientiert ist, in die sich der reflektierte Strahl nach
dem Reflexionsgesetz ausbreiten miisse, dann kénne keine reflektierte Intensitét
beobachtet werden, da die einzelnen Dipole in genau diese Richtung nicht abstrah-
len konnen.

Keine longitudinale Welle mdglich.

Keine Emission der Dipole in diese
Richtung

Abbildung 4.2: Brewster-Winkel beim Ubergang ins optisch dichtere Medium.

Auch wenn die Abstrahlcharakteristik eines Dipols vielfach experimentell und theo-
retisch verifiziert ist und das Argument zunéchst schliissig erscheint, ist es doch
nicht in der Lage das Phanomen des Brewster-Winkels in jedem Fall zu erkléaren.
Dasselbe Argument versagt bereits, wenn der Brewster-Winkel stattdessen fiir den
umgekehrten Fall eines Ubergangs aus dem optisch dichteren Medium ins Vakuum
betrachtet wird. Dieser Fall ist in Abbildung dargestellt. Zu sehen ist eine von
unten links einfallende Welle, die aus dem Medium im Brewster-Winkel auf die
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Grenzflache trifft. Die einfallende Welle ist wieder parallel zur Einfallsebene pola-
risiert, sodass die reflektierte Intensitat O ist. Die schwarz eingezeichneten Pfeile
stellen die Orientierung der Dipolachse dar. Zu erkennen ist also, dass die reflek-
tierte Intensitéit 0 ist, obwohl die Dipolachse nicht in Richtung des reflektierten
Strahls orientiert ist und die Dipole somit prinzipiell in diese Richtung abstrahlen
kénnten.

~
%
(V)
2
d}.
(8
>
%
Z

Abbildung 4.3: Brewster-Winkel beim Ubergang ins optisch diinnere Medium.

Eine weitere Uberlegung zeigt, dass das Argument sogar fiir den erstgenannten
Fall entkraftigt wird, da es zu einem Widerspruch fiihrt: In Abbildung fallt
eine parallel zur Einfallsebene polarisierte Elektromagnetische Welle aus dem Me-
dium in einem Einfallswinkel von o = 45° auf die Grenzflache ein, an der sie ins
Vakuum transmittiert wird. Der Reflexionswinkel ist dann ebenfalls 45° und der
einfallende Strahl und der reflektierte Strahl stehen orthogonal aufeinander. Die
Dipolachse ist dann exakt in Richtung des reflektierten Strahls orientiert. Nach
dem hier diskutierten Argument diirfte nun also keine reflektierte Intensitit zu
beobachten sein. Allerdings beobachtet man unter diesem Einfallswinkel sehr wohl
eine reflektierte Intensitdt. Das von den Dipolen erzeugte Feld breitet sich also
tatsédchlich in eine Richtung aus, in die der einzelne Dipol nicht abstrahlen kann.
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Abbildung 4.4: Ubergang einer Elektromagnetischen Welle ins optisch diinnere
Medium bei einem Einfallswinkel von 45°.

Das Abstrahlverbot der einzelnen Dipole in die Richtung ihrer Polarisation scheint
also nicht zu verhindern, dass sich das Gesamtfeld aller Strahlungsbeitriage in genau
diese Richtung ausbreiten kann.

4.2 Der Brewster-Winkel im
Ewald-Oseen-Extinktionstheorem

Das Ewald-Oseen-Extinktionstheorem im ersten Kapitel beriicksichtigte die Ab-
strahlcharakteristik eines Hertzschen Dipols nicht. Stattdessen wurde vereinfacht
angenommen, dass die Dipole gleichméfige Kugelwellen emittieren und somit in
jede Richtung mit gleicher Intensitét abstrahlen. Trotz dieser vereinfachten Annah-
me konnten die Fresnelschen Formeln aus dem Theorem in Kapitel 2.7] also aus
rein wellenmechanischen Uberlegungen hergeleitet werden. Daher muss es auch ei-
ne rein wellenmechanische Erklarung des Brewster-Winkels geben.

In Gleichung wurde die Amplitude der reflektierten Welle berechnet. Wie
man sieht, hangt diese von der Amplitude der transmittierten Welle ab. Der Vor-
faktor ist stets ungleich Null, da o # 5. Um die Nullstelle der reflektierten Ampli-
tude zu finden, muss also die hintere Klammer verschwinden. Das passiert genau
dann, wenn S(T)<S(T) -Ty) = Ty. Ty ist die Feldamplitude der transmittierten Welle,
die eine Komponente parallel zur Einfallsebene und eine Komponente senkrecht zur
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Einfallsebene besitzt. Die Feldamplitude T ist orthogonal zur Ausbreitungsrich-
tung der transmittierten Welle s(") ist der Richtungseinheitsvektor der reflektierten
Welle, der unabhéngig von dessen Polarisierung in Ausbreitungsrichtung der re-
flektierten Welle zeigt.

Angenommen die transmittierte Welle ist senkrecht zur Einfallsebene polarisiert.
Dann steht T stets orthogonal auf s und es gilt s - Ty = 0. Die Klammer kann
in diesem Fall also nicht verschwinden und die reflektierte Intensitat besitzt keine
Nullstelle. Das liasst sich mit Abbildung auch verifizieren.

Wenn die transmittierte Welle hingegen parallel zur Einfallsebene polarisiert ist,
steht Ty nicht mehr zwingend orthogonal auf s™. Wenn der Winkel zwischen
gebrochenem und reflektiertem Strahl 90° entspricht, stehen die Vektoren sogar
genau parallel zueinander. In diesem Fall gilt s - Ty = T, und die Klammer
verschwindet. Die reflektierte Intensitit besitzt fiir diesen Fall also tatséchlich eine
Nullstelle und der entsprechende Einfallswinkel ist der Brewster-Winkel.
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