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1. Einleitung

Die Berechnung von Matrixelementen spielt in der Quantenmechanik eine wichtige
Rolle, da sich aus ihnen unter anderem Ubergangsamplituden und damit Uber-
gangswahrscheinlichkeiten bestimmen lassen. Das Wigner-Eckart-Theorem (be-
nannt nach Eugene Wigner und Carl Eckart) dient als Hilfsmittel, um Matrix-
elemente von Tensoroperatoren zu berechnen. Insbesondere bei Tensoroperatoren
mit einer groffen Anzahl von Matrixelementen kann das Wigner-Eckart-Theorem
den Rechenaufwand erheblich reduzieren. Da das Wigner-Eckart-Theorem Matri-
xelemente mit Clebsch-Gordan-Koeffizienten verkniipft, lassen sich aus den ver-
schwindenen Koeffizienten aufserdem Auswahlregeln unmittelbar ableiten.

In den gingigen Lehrbiichern der fortgeschrittenen Quantenmechanik wird das
Wigner-Eckart-Theorem ausschliefslich im Kontext sphérischer Tensoroperatoren
formuliert, die ein bestimmtes Transformationsverhalten beziiglich einer Drehgrup-
pe aufweisen (vgl. [1], [2]). Daher ist das Theorem in erster Linie in Zusammen-
hang mit der Quantenmechanik des Drehimpulses bekannt. In den Jahren zwischen
seiner Verdffentlichung 1927 und dem Jahr 1980 wurde das Theorem auf weite-
re Klassen von Tensoroperatoren und Symmetriegruppen erweitert |3]. Die dabei
verwendeten Voraussetzungen und Beweisfiilhrungen waren jedoch jeweils an die
betrachtete Gruppe beziehungsweise den betrachteten Tensoroperator angepasst.
Daher unterscheiden sich die Beweisfiihrungen je nach betrachteter Symmetrie-
gruppe und Tensoroperator.

Im Jahr 1980 gelang dem Mathematiker und Physiker Vishnu Agrawala ein grup-
penunabhéngiger Beweis des Wigner-Eckart-Theorems, der nicht auf den spezifi-
schen Eigenschaften einer bestimmten Symmetriegruppe beruht [3]. Damit zeigte
er, dass sich das Wigner-Eckart-Theorem unter allgemeinen Voraussetzungen un-
abhéngig von den spezifischen Eigenschaften der betrachteten Gruppe formulieren
lasst und erweiterte damit seinen Giiltigkeitsbereich. Fiir den Beweis geniigten zwei
Vorraussetzungen: Das Lemma von Schur (i) und die Tensorproduktzerlegung in
irreduzible Darstellungsraume (ii).

Durch den Beweis von Agrawala wird deutlich, dass Clebsch-Gordan-Koeffizienten
nicht auf die Kopplung von Drehimpulsdarstellungen beschrankt sind, sondern
allgemein bei der Zerlegung von Tensorprodukten irreduzibler Darstellungen auf-
treten. Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist zunéchst eine didaktische Aufbereitung
und ausfiithrliche Erklarung des Beweises von Agrawala. Danach soll eine konkre-
te Anwendung des Wigner-Eckart-Theorems auf ein quantenmechanisches System
mit S3-Symmetrie erfolgen, fiir welches entsprechende Beschreibungen in der gén-
gigen Literatur nicht zu finden sind.



2. Mathematische Grundlagen: Symmetrien,
Darstellungen und Drehimpulse

Symmetrien spielen in der modernen Physik eine zentrale Rolle. So stellt zum Bei-
spiel das Noether-Theorem einen direkten Zusammenhang zwischen kontinuierli-
chen Symmetrien und physikalischen Erhaltungsgrofen her. Auch beim Wigner-
Eckart-Theorem tréagt die Symmetrie des quantenmechanischen Systems mafgeb-
lich zur Vereinfachung der Berechnung von Matrixelementen bei.

2.1. Gruppen und Darstellungen

Symmetrien lassen sich mathematisch durch Transformationen beschreiben, wel-
che die relevanten physikalischen Eigenschaften eines Systems unverédndert lassen.
Die Menge dieser Transformationen besitzt eine natiirliche algebraische Struktur,
die durch den Begriff der Gruppe erfasst wird. Die Theorie der Gruppen bildet
daher die mathematische Grundlage der Symmetriebeschreibung.

Definition 1 Eine Gruppe ist eine Menge GG zusammen mit einer inneren Ver-
kntipfung - : G x G — @G, die die folgenden Axiome erfiillt [4]:

e Fiir alle g1, g2, 935 € G gilt:
(91-92) 93 =91 (92 g3)

e Es gibt ein eindeutiges neutrales Element e € G, fiir das fiir alle g € G gilt:
g-e=e-g=g

e Zu jedem g € G existiert ein eindeutiges inverses Element ¢—! € G mit
-1 1

g9 =9 -g=e€
Um tatséchliche Transformationen beschreiben zu koénnen, betrachtet man einen
Vektorraum V', auf den die Gruppenelemente als lineare Abbildungen wirken. Die-
ser Vektorraum wird als Darstellungsraum der Gruppe bezeichnet. Die Gruppen-
elemente nehmen dann zum Beispiel die Gestalt von Operatoren oder Matrizen
an. Diese Gestalt bezeichnet man als die Darstellung der Gruppe.

Definition 2 Als Darstellung einer Gruppe G auf dem Vektorraum V' bezeichnet
man eine Funktion p : G — Aut(V), die die folgende Eigenschaft erfiillt [3]:

p(g1 - g2) = p(g1) - p(g2) (2.1)

Diese Eigenschaften garantieren, dass die Gruppenstruktur erhalten bleibt. Der
Raum V ist in diesem Fall der Darstellungsraum der Gruppe G. Die Wirkung der
Gruppenelemente g € G auf die Elemente v € V' ist dann definiert als [3|

g-v=rp(g)(v) (2.2)



Ist eine Gruppe von Symmetrietransformationen und ein Darstellungsraum, auf
den diese Transformationen wirken, gegeben, so kann man das Transformations-
verhalten der Elemente des Darstellungsraums unter der Gruppenwirkung unter-
suchen. Bei den Elementen des Darstellungsraums kann es sich zum Beispiel um
Grofsen oder Funktionen handeln, die ein physikalisches System beschreiben. Von
besonderem Interesse sind dabei Unterrdume, die unter der Gruppenwirkung inva-
riant bleiben. Daher definiert man die sogenannten irreduziblen Darstellungsréiu-
me:

Definition 3 Als irreduzibel bezeichnet man einen Darstellungsraum W, wenn
der Nullraum {0} € W und W selbst die einzigen Unterrdume von W sind, die
unter der Gruppenwirkung invariant sind [4]. Eine Darstellung, die auf einem ir-
reduziblen Darstellungsraum wirkt, wird ebenfalls als irreduzibel bezeichnet.

Beispiel Ein Beispiel fiir eine Symmetriegruppe mit einer endlichen Anzahl von
irreduziblen Darstellungen ist die Gruppe S3, die sich beschreiben lasst als Gruppe
der sechs Kongruenzabbildungen eines gleichseitigen Dreiecks (s. Abb. . Neben
der identischen Abbildung e gibt es 5 weitere Kongruenzabbildungen: Zunéchst
die Rotation d des Dreiecks um 120°, bei der die Eckpunkte (1,2,3) des Dreiecks
im Uhrzeigersinn permutieren. AuRerdem eine Rotation d? um 240°, bei der die
Eckpunkte gegen den Uhrzeigersinn permutieren. Sowie drei Spiegelungen si, so
und s3, bei der jeweils zwei Eckpunkte vertauscht werden.
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Abbildung 2.1: Die Kongruenzabbildungen eines gleichseitigen Dreiecks als Vi-
sualisierung der Gruppenelemente von S3

Die Drehung d um 120° und die Spiegelung s; sind die erzeugenden Gruppenele-
mente von S3, da sich alle weiteren Gruppentransformationen als Verkniipfungen
von d und s; auffassen lassen. Die Drehung d* um 240° entspricht zum Beispiel



einfach einer zweimaligen Drehung d um 120°, wahrend die Spiegelung s, einer
Drehung d und anschliefsenden Spiegelung s; entspricht.

Die Gruppe S3 besitzt genau drei irreduzible Darstellungen [5]:
1. Die eindimensionale triviale Darstellung definiert durch

pW Sy = R pW(ad) =1, pW(sy) =1 (2.3)

2. Die eindimensionale Signum-Darstellung definiert durch

p? 1Sy R p@(d) =1, pP(s) = —1 (2.4)

3. Die zweidimensionale Standard-Darstellung definiert durch

p® Sy — R¥>*2 pO(q) = (__%?2 f?;) , p¥(sy) = (_01 (1)) (2.5)

Auch in dieser Arbeit werden irreduzible Darstellungsrdume und Homomorphis-
men zwischen diesen eine wichtige Rolle spielen. Relevant fiir die Herleitung des
Wigner-Eckart-Theorems wird dabei das Lemma von Schur sein, das gleich zwei
Aussagen iiber Darstellungshomomorphismen (sog. Intertwiner) macht. Als In-
tertwiner bezeichnet man eine lineare Abbildung, die mit der Gruppenwirkung
vertraglich ist.

Lemma von Schur Seien U, V und W irreduzible Darstellungsrdume und s €
Hom(U, V), t € Hom(W, W) jeweils Darstellungshomomorphismen (Intertwiner).
Dann ist [3]

(I) s genau dann keine Nullabbildung, wenn s ein Isomorphismus ist und
IT) t ein Vielfaches des Identitédtsoperators 1.
( p

Das Lemma von Schur (I) kann auch wie folgt formuliert werden: Jeder Homomor-
phismus zwischen zwei 1rreduziblen Darstellungsrdumen U und V' ist entweder ein
Isomorphismus oder die Nullabbildung.

Das Lemma von Schur (IT) kann wie folgt formuliert werden: Jeder Homomorphis-
mus auf einem irreduziblen Darstellungsraum W ist ein Vielfaches des Identitdts-
operators.

2.2. Drehimpulsdarstellungen von Drehgruppen

Eine bekannte Symmetriegruppe ist die Gruppe SO(3), die Rotationen im dreidi-
mensionalen Raum beschreibt. Die Gruppe SO(3) kann zum Beispiel standardméa-
Rig auf dem euklidischen Raum V = R3 dargestellt werden. Die Gruppenelemente
nehmen dann die Form der 3x3-Rotationsmatrizen



1 0 0 cos () 0 sin(az)

Ry =10 cos(a;) —sin(ay) Ry = 0 1 0 (2.6)
0 sin(ay) cos(ay) —sin(ag) 0 cos(as)
cos (ag) —sin(as) 0
Rs; = | sin(az) cos(az) 0 (2.7)
0 0 1

an ([1], Kap. 27.4). SO(3) besitzt neben der dreidimensionalen Standarddarstel-
lung weitere Darstellungen auf Vektorraumen unterschiedlicher Dimension. Die
allgemeinen Darstellungsmatrizen R; lassen sich in Exponentialform als

Rz(Oél) = exXp (—%QZJZ), (28)

schreiben. Dabei bezeichnet J; die hermiteschen Generatoren der entsprechenden
Darstellung. Beztiglich der Standarddarstellung von SO(3) auf dem euklidischen
Raum V = R? erhilt man fiir die Generatoren zum Beispiel die folgenden drei
Matrizen [1]:

Die Generatoren Ji, J und J; erzeugen somit die Standarddarstellung von SO(3).
Sie erfiillen die Kommutatorrelationen

[Ji, Jo) = ihJs [ Jo,Js] = ihJy [ Js, Ji) = ihJy (2.10)

und bilden dadurch selbst eine Darstellung der Lie-Algebra so(3) [1]. Diese Kom-
mutatorrelationen werden aber nicht nur von den dreidimensionalen Generatoren
J1, Js, J3 erfiillt. Auch in anderen Dimensionen existieren Matrizen, die diese Kom-
mutatorrelationen erfiillen. In zwei Dimensionen sind dies zum Beispiel die Pauli-
Spinmatrizen, die eine zweidimensionale Darstellung derselben Lie-Algebra bilden.
Wenn man die Pauli-Matrizen als Generatoren exponentiert, erhdlt man allerdings
nicht die Darstellungsmatrizen R; von SO(3), sondern stattdessen eine Darstellung
der Symmetriegruppe SU(2) (4], Kap. 6, 8).

Die verschiedenen Darstellungen dieser Lie-Algebra werden durch eine Zahl j =
0, %, 1, %, ... klassifiziert. Zu jeder Darstellung gehort ein Darstellungsraum der
Dimension 25+ 1. Fiir ganzzahlige Werte von j erhélt man eine 25+1 =1,3,5,7, ...
dimensionale Darstellung von SO(3), wahrend man fiir halbzahlige Werte von j

eine 2j+1 = 2,4,6,8, ... dimensionale Darstellung von SU(2) erhélt (4], Kap. 6, 8).



Zudem zeigt sich, dass ein Hamiltonoperator genau dann rotationsinvariant, wenn
er mit allen Generatoren .J; der Drehgruppe kommutiert (|1|, Kap. 27). Das be-
deutet, dass der Drehimpuls in diesem Fall eine Erhaltungsgrofse ist, und die Ge-
neratoren .J; die Operatoren des Drehimpulses sind. Die Generatoren Ji, Jo und J3
bilden dann zum Beispiel eine Darstellung mit dem Wert j = 1 der Lie-Algebra in
drei Dimensionen.

Vielfache des Operators J? = J? + J2 + J2 sind die einzigen Operatoren, die
mit allen drei Drehimpulsoperatoren J; kommutieren (|1], Kap. 27). Daher haben
zum Beispiel die Operatoren J; und J? eine gemeinsame Eigenbasis |jm) mit
m = —j,—j + 1,...,j. Die Eigenwerte der Operatoren J? und J; berechnet man
durch die Definition von geeigneten Leiteroperatoren. Damit erhalt man (|1}, Kap.

27)

Jo|gm) = hm|jm) J* |jm) = h*j(j + 1) |im) (2.11)

Den Wert j nennt man die Drehimpulsquantenzahl, die gleichzeitig die Dimen-
sion des Darstellungsraums V; klassifiziert. Die Generatoren in sind also die
Operatoren des Drehimpulses im dreidimensionalen Darstellungsraum V;—; der
Spin-1-Zustidnde mit den Eigenzusténden [jm) = |1,1),|1,0), |1, —1).

2.3. Tensorprodukte und Drehimpulskopplung

Betrachtet man zwei Drehimpulse [jym,) € Vj, und |jamsg) € Vj,, so bilden die
Produktzusténde |jymq) ® [jama) := |j1m1; jome) eine Basis des gekoppelten Pro-
duktraums V;, ® V;, (|4], Kap. 6). Dieser Produktraum ist ebenfalls ein Darstel-
lungsraum der Drehgruppe SO(3) oder SU(2) beziiglich der Gruppenwirkung [3|

g ([j1m1) @ |jama)) = pv; (9) [71m1) @ pv, (9) [j2ma) - (2.12)

Da V;, ® Vj, selbst ein Darstellungsraum von SO(3) oder SU(2) ist, stellt sich
die Frage, ob dieser Raum irreduzibel ist. Im Allgemeinen ist dies nicht der Fall.
Vielmehr zerfallt das Tensorprodukt in eine direkte Summe irreduzibler Unterdar-
stellungen ([4], Kap. 6)

Ji1tj2
Vi@V, = @ Vy (2.13)
J=|j1—j2|
Der Index J = |j1—Ja|, ..., j1+J2 bezeichnet die Quantenzahl des Gesamtdrehimpul-
ses des gekoppelten Systems. Die Rdume V; sind Unterrdume des Produktraums.
Jeder dieser Unterrdume tragt eine irreduzible Darstellung mit Gesamtdrehimpuls

J und besitzt eine Basis |JM) mit der Quantenzahl J und der magnetischen Quan-
tenzahl M = —J, ..., J des Gesamtdrehimpuls (|4] App. B).



Da V; C V}, ® V,, kann jeder Basisvektor |JM) € V; wie folgt als Linearkombina-
tion der Produktbasis geschrieben werden:

[TMjrga) = ) ljima; jama) (iimas jama| JM) . (2.14)

mi; ma



Dabei bezeichnet |JMj;j2) den Vektor |JM) in der Basis des Produktraums. Die
Koeffizienten (jymy; joma|JM) werden Clebsch-Gordan-Koeffizienten genannt (|1],

13)-

Die Vektoren [jimy;jamg) € Vi, @ Vj, und |JM) € V; gehdren zunéchst unter-
schiedlichen Darstellungsraumen an. Das Skalarprodukt zwischen ihnen ist also
nur dann sinnvoll definiert, wenn einer der beiden Vektoren in den jeweils an-
deren Darstellungsraum eingebettet bzw. projiziert wird. Die obige Notation der
Clebsch-Gordan-Koeffizienten setzt bereits stillschweigend voraus, dass der Vektor
|JM) € V; in den Produktraum V; ® V;, eingebettet ist. Eigentlich miissten die
Clebsch-Gordan-Koeffizienten also geschrieben werden als

(gima; jame| Qg |JM) , (2.15)

wobei Q; : V; — V;, ®Vj, die Einbettung des irreduziblen Unterraums in den Pro-
duktraum bezeichnet. Fiir die Berechnung der Clebsch-Gordan-Koeffizienten (wie
sie beispielhaft in Kapitel 4| durchgefithrt wird) ist es notwendig, die Einbettung
() zunéachst zu bestimmen.

Mit der adjungierten Einbettung QT, Vi, @V, = V; gilt aulserdem

(Jima; jama| Q| JM) = (JM| QT] |jima; Jomea) (2.16)

2.4. Spharische Tensoroperatoren und
Wigner-Eckart-Theorem

Das Wigner-Eckart-Theorem fiir Drehimpulse macht eine Aussage tiber die Matri-
xelemente von sogenannten sphérischen Tensoroperatoren. Ein sphérischer Tenso-
roperator vom Rang k ist eine Menge von 2k + 1 linearen Operatoren qu U —
V' q = —k, ...,k deren Komponenten sich unter Rotationen wie die Basisvekto-
ren der irreduziblen Darstellungen der Drehgruppe mit j = k transformieren. Ein
Spharischer Tensoroperator transformiert unter der Wirkung der Drehgruppe wie
folgt (2] Kap. 3.11):

k
R-TF=URTU(R) = > Dh (R)T} (2.17)
g =—k

Dabei ist U(R) der unitdre Operator, der eine Rotation R der Drehgruppe dar-
stellt. Dieses Transformationsverhalten zeigt, dass der von den Komponenten T:
aufgespannte Raum unter der Gruppenwirkung invariant ist. Das zeigt sich darin,
dass die Komponenten eines Operators unter einer Rotation wieder in eine Line-
arkombination derselben Komponenten transformiert werden.

Das Transformationsverhalten beziiglich der Wirkung der Drehgruppe lasst sich
mit dem eines Drehimpulseigenzustands |jm) vergleichen (|2] Kap. 3.11):



R-|jm) = U(R) |jm) = Z D}y (R) |jm) (2.18)

m=—j

Auch der Darstellungsraum der Drehimpulseigenzustinde [jm) bildet einen ir-
reduziblen Darstellungsraum der Drehgruppe SO(3) oder SU(2). Der Vergleich
zeigt, dass ein sphérischer Tensoroperator T(f unter der Wirkung der Drehgruppe
wie ein Drehimpulseigenzustand |j = k, m = ¢) transformiert. Der Rang k und die
Komponente ¢ eines sphérischen Tensoroperators ergibt sich also iiber sein Trans-
formationsverhalten. Dies wird im néchsten Abschnitt anhand des Dipoloperators
konkret veranschaulicht.

Das Wigner-Eckart-Theorem besagt, dass sich Matrixelemente von sphérischen
Tensoroperatoren iiber das Produkt von einem reduzierten Matrixelement, das
unabhéngig von der magnetischen Quantenzahl m ist, und einem Clebsch-Gordan-
Koeffizienten berechnen lassen. Da das reduzierte Matrixelement unabhéngig von
der Quantenzahl m ist, lassen sich viele Matrixelemente durch die zugehorigen
Clebsch-Gordan-Koeffizienten einfach bestimmen, ohne fiir jeden einzelnen Dre-
himpulszustand das Matrixelement iiber ein individuelles Integral berechnen zu
miissen.

Das Theorem wird wie folgt formuliert |1]:

Ve, Gemagikljima; kq) = (joma| Ty [jima) - (2.19)

Dabei sind |jymq) und |jymsy) Drehimpulseigenzustiande mit den Quantenzahlen
J1, My bzw. ja, mso und Tf ein sphéarischer Tensoroperator vom Rang k mit 2k + 1
Komponenten ¢ = —k, —k + 1, ..., k. Der Faktor 7]’?1 j, 1st das reduzierte Matrixele-
ment, das nicht von den magnetischen Quantenzahlen my, m,, ¢ abhéngt, aber vom
Tensoropertor sowie von ji,jo und k abhéngen kann. (jomojik|jimy; kq) ist der
Clebsch-Gordan Koeffizient fiir die Kopplung des Drehimpulseigenzustands |j;m;)
mit einem weiteren Drehimpulseigenzustand |kq) um |jamojik) zu erhalten.

2.5. Beispiel: Der Elektrische Dipoloperator
Ein Beispiel fiir einen sphérischen Tensoroperator ist der elektrische Dipoloperator
2]

d= —er (2.20)

Wir kénnen nun beispielsweise die Matrixelemente des Operators (joms| CZZ |jimay)
betrachten, die einen Dipoliibergang beziiglich eines in z-Richtung polarisierten
elektrischen Felds beschreiben.

Fiir die z-Komponente des Dipoloperators gilt in Kugelkoordinaten



. 4 4
d, = —ez = —ercos (0) = —ery| ?WYN = —ery/ % 110) (2.21)

Damit lisst sich d, iiber den Drehimpulseigenzustand |10) ausdriicken und weist
beziiglich der Drehgruppe daher dasselbe Transformationsverhalten wie dieser Zu-
stand auf. Der Dipoloperator ist demnach ein sphérischer Tensoroperator vom
Rang k£ = 1 und seine z-Komponente wird mit der sphéarischen Komponente ¢ = 0
identifiziert. Das Wigner-Eckart-Theorem besagt nun, dass die Matrixelemente
(Jama| d, |71m1) proportional zu den Clebsch-Gordan Koeffzienten (jamajik|jima; kq)
sind, wobei £k =1 und ¢ = 0 ist. Also gilt fiir dieses Beispiel

Vi g, (Gemagil]jima; 10) = (joms| d. |jim) (2.22)

Legt man den Anfangszustand [j;m;) zum Beispiel auf einen Drehimpuls mit
j1 = 1 fest, dann liefert die in Abbildung dargestellte Tabelle die Clebsch-
Gordan-Koeffizienten fiir die Kopplung eines Drehimpulses |1m;) und [10) um
einen Drehimpuls |jamsal1) zu erhalten. Da die Clebsch-Gordan-Koeffizienten fiir
nicht zuldssige Kopplungen verschwinden, lassen sich daraus unmittelbar die Aus-
wahlregeln fiir die Matrixelemente ablesen. Aus der Tabelle entnimmt man, dass es
fiir einen Ubergang von dem betrachteten Anfangszustand |1m;) in einen beliebi-
gen Endzustand nur insgesamt vier Matrixelemente gibt. Alle anderen Ubergéinge
sind demnach physikalisch nicht erlaubt. Da das reduzierte Matrixelement fiir die
betrachteten Ubergéinge unabhiingig von den magnetischen Quantenzahlen mj /2
und ¢ ist, geniigt die Berechnung eines einzigen nichtverschwindenden Matrix-
elements. Die restlichen Matrixelemente ergeben sich aus den in der Tabelle
angegebenen Proportionalitéiten.

Tabelle 2.1: Clebsch-Gordan-Koeffizienten fiir einen Dipoliibergang in z-Richtung
eines Spin-1 Zustands [6].

mi\ jems |22 21 11 20 1,0 2,-1 1,-1 2,-2 0,0
1 Y Y £ R B

2 1

0 00 0 2o 0o 0 0 -/t

1 o 0 0 0 0 0 0 0 0
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3. Ein allgemeiner Beweis des
Wigner-Eckart-Theorems

3.1. Verallgemeinerte Tensoroperatoren

Bisher wurde das Wigner-Eckart-Theorem nur fiir sphérische Tensoroperatoren
formuliert. Tensoroperatoren lassen sich jedoch auch beziiglich anderer Symme-
triegruppen tiiber eine spezifische Gruppenwirkung definieren. Auf dieser Grundla-
ge kann das Wigner-Eckart-Theorem jeweils fiir die betrachtete Gruppe hergelei-
tet werden [3]. Die Voraussetzungen fiir einen solchen gruppenspezifischen Beweis
héngen dabei von den Eigenschaften der betrachteten Gruppe und des jeweiligen
Tensoroperators ab. Bei der Betrachtung einer neuen Symmetriegruppe oder eines
neuen Tensoroperators miissen daher jeweils die entsprechenden Voraussetzungen
tiberpriift werden, bevor das Wigner-Eckart-Theorem angewendet werden kann.
Im Jahr 1980 veroffentlichte Vishnu Agrawala einen gruppenunabhéngigen Beweis
des Wigner-Eckart-Theorems [3].

Anhand des Transformationsverhaltens sphérischer Tensoroperatoren in Gleichung
wurde bereits gezeigt, dass der von ihren Komponenten aufgespannte Raum
einen irreduziblen Darstellungsraum der Drehgruppe bildet. Diesen Zusammen-
hang verallgemeinert Agrawala fiir beliebige Gruppen, indem er eine allgemeine
Gruppenwirkung auf dem Raum Lin(U, V') aller linearen Operatoren zwischen den
Hilbertrdumen U und V' definiert. Auf einen linearen Operator ¢ € Lin(U, V') wirkt
die Gruppe durch

g-t=pv(g)tpu(g) " (3.1)

Dabei bezeichnet py(g) beziehungsweise py(g) das Bild des Gruppenelements g
unter der Darstellung auf U beziehungsweise V. Agrawala definiert einen Tensor-
operatorraum 7" als einen unter der Gruppenwirkung invarianten Unterraum von
Lin(U, V). Die Elemente des Tensoroperatorraums 7' bezeichnen wir mit ¢ und
nennen sie Tensoroperatoren.

Wiéhlt man eine Basis {t1, ta, ..., t,,} des Tensoroperatorraums 7', so transformieren
sich deren Elemente unter der Gruppenwirkung entsprechend den Basisvektoren
eines dquivalenten Darstellungsraums (zum Beispiel U und V') der Gruppe.

3.2. Mathematische Voraussetzungen des allgemeinen
Beweis

Bevor die einzelnen Beweisschritte von Agrawala betrachtet werden, wird zunéchst
das Wigner-Eckart-Theorem in seiner sphérischen Formulierung fiir Drehimpuls-
eigenzustande erneut betrachtet:

’Yfm (Jamagik|jima; kq) = (Joma| qu |jima). (3.2)
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Dabei sind |jymy) € U, |jama) € V Drehimpulseigenzusténde, k bezeichnet den
Rang des Tensoroperators T’ é’“ und ¢ den zugehorigen Komponentenindex. Mit der
zugehorigen adjungierten Einbettung QT : U ® T — V und der Notation der

Clebsch-Gordan-Koeffizienten aus Gleichung lasst sich das Wigner-FEckart-
Theorem auch in der Form:

(Jama| ’Y]]?leQ;Z(Ulmﬁ ® |kq)) = (joma| Ty |j1ma) (3.3)

schreiben. Beziiglich einer beliebigen Gruppe und der verallgemeinerten Definition
von Tensoroperatoren lautet das Wigner-Eckart-Theorem dann

v*yQT(u @ t) = v*tu. (3.4)

Dabei bezeichnet v* € V* einen Vektor aus dem zu V dualen Darstellungsraum
V* und u € U einen Vektor aus dem Darstellungsraum U. ¢t € T' bezeichnet einen
Tensoroperator im Darstellungsraum 7. Da die Gleichung fiir alle v* € V* gilt,
kann v* auf beiden Seiten der Gleichung entfernt werden. Dann gilt

QN (u®t) = tu. (3.5)
¢:URT—V €V

Auf der rechten Seite wird der Operator ¢ auf den Zustand u angewandt, wodurch
man einen Vektor tu € V im Darstellungsraum V' erhélt. Der Ausdruck auf der
linken Seite beschreibt eine Projektion des Vektors v ® t aus dem Produktraum
U ® T in den Darstellungsraum V.

Der zentrale Schritt des Beweises ist es, zunéchst einen allgemeinen Homomor-
phismus ¢ € Hom(U ® T, V') zu betrachten. Mithilfe der Tensorproduktzerlegung
und Schur’s Lemma leitet Agrawala die Beziehung ¢ = Q' her. Damit ist bewie-
sen, dass jeder Homomorphismus vom Darstellungsraum U ® 7" in den irreduziblen
Darstellungsraum V' einer beliebigen Gruppe ein Vielfaches der adjungierten Ein-
bettung QT ist. Das allgemeine Wigner-Eckart-Theorem folgt direkt aus dieser
Behauptung fiir die spezielle Wahl von ¢(u ® t) = tu.

3.3. Allgemeiner Beweis

Der Beweis fiir die obige Behauptung lésst sich in zwei Schritte aufteilen: Die Ten-
sorproduktzerlegung von U ® T und die anschliefsende Anwendung von Schur’s
Lemma.

Tensorproduktzerlegung von U ® T*

Wenn der Tensorproduktraum U ® T in eine direkte Summe irreduzibler Darstel-
lungsrdume W, geméf

UeT =W (3.6)
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zerfallt, dann lasst sich jeder Vektor u®t € U ® T als Summe von Vektoren w;
der irreduziblen Unterrdume W; schreiben. Wichtig ist dabei zu beachten, dass die
Vektoren w; in den Raum U ®T' eingebettet sind. Um die Darstellung der Vektoren
innerhalb des Unterraums W; von ihrer Einbettung in den Produktraum U ® T
zu unterscheiden, wird im Folgenden zwischen w; € W, und seiner Einbettung
giw; € U ® T unterschieden. Dann gilt

uRt= Zqiwi (3.7)

Zur Tensorproduktzerlegung gehoren fiir jeden Unterraum W; eine kanonische Pro-
jektion p; : U ® T' — W; und eine kanonische Injektion ¢; : W; — U ® T'. Die
Projektion p; projiziert die Vektoren v ® ¢t aus dem Produktraum zunéchst durch
pi(u ®t) = w; in den Unterraum W;. Die Injektion ¢; bettet die Vektoren w; aus
dem Unterraum W; wieder in den Produktraum U ® T" ein. Der Homomorphismus
¢ léasst sich damit schreiben als

¢(u ® t) = ¢[Z szz Z ¢quz ® t (38)

7

Anwendung von Schur’s Lemma:

Nach Schur’s Lemma (I) ist der Homomorphismus ¢q; : W; — V zwischen den
irreduziblen Darstellungsraumen W; und V nur dann keine Nullabbildung, wenn
¢q; die beiden Rédume isomorph aufeinander abbildet. Sei J C I die Indexmenge
der zu V' isomorphen Unterrdume W;. Dann tragen nach Schur’s Lemma nur diese
Summanden zu ¢ bei:

Plu®t) Zqﬁqul (u®t) Zd)quj(u@t) (3.9)
J

Noch steckt die Proportionalitdtskonstante v in der Funktion ¢, weshalb Agrawala
eine elegante Umformung nutzt und die Summe durch einen Identitdtsoperator wie
folgt erweitert:

t) = Z $qilp;(u®t) = Z oq; (f; fi)pi(u @ t) (3.10)

Dabei ist f; € Iso(Wj, V) ein beliebiger Isomorphismus zwischen den isomorphen
Réumen W; und V, sodass 1 = fj_1 fj- Da ¢,q; und f; jeweils Homomorphismen
sind und somit der Operator ¢g; fj_1 V= W; = U®T — V cbenfalls ein
Homomorphismus auf dem Raum V' ist, besagt Schur’s Lemma (II), dass dieser
Operator ein Vielfaches des Identitatsoperators 1 ist. Gleichung vereinfacht
sich also zu

plu@t) = Zmpj u@t). (3.11)
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Dabei bezeichnet v; die Proportionalitdtskonstante, die als reduziertes Matrixele-
ment interpretiert wird. Den Operator f;p; € Hom(U @ T, V') identifiziert man
mit der bereits eingefiihrten adjungierten Einbettung Q;. Damit ist gezeigt, dass
sich jeder Homomorphismus ¢ € Hom(U ® T, V') als Vielfaches der adjungierten
Einbettung Q} schreiben lasst.

3.4. Wigner-Eckart-Theorem als Spezialfall

Wahlt man fiir ¢ den Homomorphismus ¢(u ® t) = tu, ergibt sich das allgemeine
Wigner-Eckart-Theorem:

Z v fipi(u®t) = tu. (3.12)

Gleichung[3.12]stellt die allgemeine und basisunabhéngige Formulierung des Wigner-
Eckart-Theorems fiir beliebige Symmetriegruppen dar. Um aus dieser verallgemei-
nerten Form wieder die bekannte Form des Wigner-Eckart-Theorems fiir Drehim-
pulse zu erhalten, schreibt man den Vektor v € U und den Operator t € T wieder
in der entsprechenden Eigenbasis. Wendet man zusétzlich von der linken Seite den
Bra (joms| € V* an, erhélt man

(J2ma| Z%’fjpj ljima; kq) = Z%‘ (Jama| Q} ljimas kq) = (jamo| Tf ljima) -
J J

(3.13)

Im Fall der Drehimpulsdarstellungen tritt jede zuldssige irreduzible Darstellung in
der Clebsch-Gordan-Zerlegung mit Vielfachheit eins auf. Daher gibt es genau einen
zu V' isomorphen Summanden, sodass die Summe auf einen Term reduziert wird.
Damit erhélt man das Wigner-Eckart-Theorem in der Drehimpulsdarstellung:

Ve S, (Goma] Q;mk ljima; kq) = (joma| Ty [j1ma) - (3.14)
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4. Anwendung des Wigner-Eckart-Theorems auf
die Symmetriegruppe S3

Um die allgemeine Form des Wigner-Eckart-Theorems fiir eine Symmetriegruppe
jenseits der Drehgruppen konkret zu untersuchen, betrachten wir im Folgenden ein
einfaches quantenmechanisches Modell mit S3-Symmetrie. Die Symmetriegruppe
S3 mit ihren irreduziblen Darstellungen wurde bereits in Kapitel [2| vorgestellt.

4.1. Tight-Binding-Modell mit S3-Symmetrie

Wir betrachten im Folgenden ein einzelnes Teilchen, das sich auf drei dquivalen-
ten Gitterplatzen auf den Eckpunkten eines gleichseitigen Dreiecks befinden kann.
Der Zustandsraum U dieses Systems wird von den drei Basisvektoren |1),(2), |3)
aufgespannt, wobei |i) den Zustand bezeichnet, bei dem sich das Teilchen auf dem
i-ten Gitterplatz befindet. Damit gilt

U =span{[1),[2),[3)} (4.1)

Dieses Modell ist ein einfaches Beispiel eines Tight-Binding-Modells. In der Tight-
Binding-Ndherung wird angenommen, dass das Teilchen im Wesentlichen an ein-
zelnen Gitterplédtzen lokalisiert ist und sich durch sogenannte Hopping-Prozesse
zwischen benachbarten Platzen bewegen kann. Die Zusténde |i) bilden dabei eine
lokale Basis, wahrend die Matrixelemente des Hamiltonoperators die Energie ei-
nes lokalisierten Teilchens sowie die Ubergangsamplituden zwischen verschiedenen
Gitterpldtzen beschreiben. Fiir das gleichseitige Dreieck sind aufgrund der Symme-
trie alle drei Gitterplatze dquivalent und jedes Paar von Gitterplatzen durch eine
Kante des Dreiecks miteinander verbunden. Der Hamiltonoperator wird daher in
der Form

3

H=eY i)l —t> i) (] (4.2)

i=1 i#j

gewahlt. Der erste Term beschreibt die lokale Energie € des Teilchens auf jedem
der drei dquivalenten Gitterpliatze. Der zweite Term beschreibt das Hopping zwi-
schen den verschiedenen Plétzen mit der Hopping-Amplitude ¢. Die Gleichheit aller
Diagonal- bzw. Hoppingparameter ergibt sich aus der angenommenen Symmetrie
des Systems. In der lokalen Basis besitzt der Hamiltonoperator somit die Form

e —t —t
—t & —t (4.3)
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4.2. Irreduzible Darstellung des Hilbertraums

Das System weist eine Symmetrie beziiglich der Gruppe S3 auf. Insbesondere bleibt
der Hamiltonoperator unter der zyklischen Permutation d aller Gitterplétze und
der zweimaligen Vertauschung s; der Gitterplatze 2 und 3 invariant. Um die Dar-
stellung von S3 auf dem Hilbertraum U zu bestimmen, betrachten wir die Wirkung
der erzeugenden Gruppenelemente d und s; auf der Basis {|1),2),|3)}:

Unter der zyklischen Permutation d der Gitterplatze transformiert die Basis durch

O\ LB, [12Y , (W
2 | =5 1) ] =5 (18] =5 2 (1.4)
3) 2) i 3)

Beziiglich der Vertauschung s; transformiert dieselbe Basis durch

1) 1) 1)
2) | = B ] {12 (4.5)
3) 2) 3)

Der dreidimensionale Hilbertraum U ist kein irreduzibler Darstellungsraum von
S3, sondern zerfallt in eine direkte Summe irreduzibler Unterrdume

U=U0%aqU® (4.6)
Der irreduzible Zustandsraum U = span{bél)} ist durch die Wirkung

d-by) = p V(@) = b5 -5y = p V(s = bg (4.7)

definiert. Zustdnde dieses Raums transformieren also iiber die triviale Darstellung
von S3. Eine Basis dieses Raums ist gegeben durch den Vektor

Y = %un +12) +13) (48)

Der irreduzible Zustandsraum U®) = span{bgg), bg’)} ist durch die Wirkung
1
d-6” = oD = =507 + V38,”)

s1 -t = p ()0l = —ofY
(4.9)

1
d- 05 = p O (a)p = (V3 — 1)

sy B = 9 s p? = 1
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definiert. Zustande dieses Raums transformieren also iUber die zweidimensiona-
le Standard-Darstellung von S3. Eine Basis dieses Raums ist gegeben durch die

Vektoren (siche Anhang
1 1

V2 V6

Die Signum-Darstellung p® tritt in der Zerlegung von U nicht auf. Damit ergibt
sich die vollstdndige Zerlegung

0 = —(12) = I3)) 5 = —=(12) +[3) — 2]1)) (4.10)

U= span{b(()l), bg?’), bé?’)} (4.11)

4.3. Tensoroperatorraum

Fiir die Anwendung des Wigner-FEckart-Theorems wird neben dem Zustandsraum
U ein Raum von Tensoroperatoren benotigt, deren Matrixelemente zwischen den
Zustéanden von U untersucht werden sollen. In dem hier betrachteten Tight-Binding-
Modell sind die lokalen Besetzungsoperatoren

n; = [i) (il (412)

besonders relevant. Der Operator n; projiziert auf den Zustand, in dem sich das
Teilchen am Gitterplatz ¢ befindet. Seine Erwartungswerte geben somit die lokale
Besetzung des jeweiligen Gitterplatzes an. Die drei Operatoren ny, ny und n3 bilden
daher einen naheliegenden Tensoroperatorraum:

T = span{[1) (1], [2) (2], [3) (3]} (4.13)

Jedes t € T ist dabei ein linearer Operator ¢ : U — U. Gleichzeitig besitzen diese
Tensoroperatoren ein besonders einfaches Transformationsverhalten beziiglich der
Gruppe S3. Da die Gruppenoperationen von S3 die Gitterplédtze permutieren, wer-
den auch die Besetzungsoperatoren in Folge der Gruppenoperationen permutiert.
Der Tensoroperatorraum 7' ist unter dieser Gruppenwirkung abgeschlossen und
bildet damit selbst einen Darstellungsraum von S3. Die Tensoroperatoren ¢ von 7'
transformieren beziiglich der Gruppenoperationen d und s; wie folgt:

AN (13l DA
12) 2] — | 1) (1] 2) (2 ) — | 13) (3] (4.14)
3) (3] 2) 2] 3) Gl 12) 2]

Der Tensoroperatorraum 7' ist kein irreduzibler Darstellungsraum von S3, sondern
zerféllt ebenfalls in eine direkte Summe irreduzibler Unterrdume:

T=T7Yaq1® (4.15)

Der irreduzible Tensoroperatorraum 71 = span{t(()l)} ist durch die Wirkung
d- tél) = p(l)(d)tél)p(l)(d)_l _ tél) s1 _tél) _ p(l)(sl)tél)p(l)(sl)_l _ t(()l) (4.16)
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definiert. Tensoroperatoren dieses Raums transformieren also iiber die triviale Dar-
stellung von S3. Eine Basis dieses Raums ist gegeben durch den Vektor

&=§$wm+mm+mwn (4.17)

Der irreduzible Tensoroperatorraum 7°¢) = span{tgg), tgg)} ist durch die Wirkung

_ 1
a1 = @Y (@) = =5 + Vi)

sut = o (st s~ = =
(4.18)

4-1) = o (@) p () = S(VED 1)

s«@=¢Wméwxm1:$
definiert. Tensoroperatoren dieses Raums transformieren iiber die zweidimensio-
nale Darstellung. Eine Basis dieses Raums ist gegeben durch (sieche Anhang

@zﬁmmwww @=%MMwaﬂmm (4.19)

Der Tensoroperator t(()l)

e TW transformiert unter der Gruppenwirkung Von S3
also wie der Eigenzustand b(()l) cUW wahrend der Tensoroperator t( ) e T® bzw.

t§3) € T® wie der Eigenzustand b§ € U®) bzw. b2) € U® transformiert. Damit
ist die Analogie zwischen Zustands- und Tensoroperatorraum explizit: Sowohl U als
auch T zerfallen in eine triviale und eine zweidimensionale irreduzible Darstellung.
Die Basisvektoren b und ¢ tragen dabei jeweils dieselben Darstellungen von S3.

4.4. Tensorproduktraum

Nun kann der Tensorproduktraum U & T' berechnet werden. Dieser ergibt sich
aufgrund der Zerlegung von U und 7' zu

UeT=UYoU®) e ((TWae1®)
= (UVeTW) e UVeT®) e U®TW)e U® T®)  (4.20)

:ZWl@WQ@Wg@(W4@W5@W6)

Die ersten drei Tensorprodukte sind bereits irreduzibel und werden mit Wy, Wy, W3
bezeichnet. W ist ein trivialer Darstellungsraum, wahrend W5 und W3 jeweils zwei-
dimensionale Darstellungsrdume von S3 sind. Das Tensorprodukt U®) @ T®) ist
dagegen reduzibel und zerfallt in eine direkte Summe der irreduziblen Unterrdume
Wy, Wy und Wg. Der Unterraum Wy ist ein trivialer Darstellungsraum, der Raum
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W5 ein Signum-Darstellungsraum und Wy ein zweidimensionaler Darstellungsraum
von S3.

Mit den oben bestimmten Basen der Raume U® und T™® lassen sich die Unter-
raume W, berechnen. Fiir die Raume Wy, W5, W3 ergibt sich die Basis unmittelbar
aus den Tensorprodukten der zuvor bestimmten Basen:

W, = span{bgl) ® tél)}}
Wy = span{b(()l) @t b(()l) ® tf’} (4.21)

Wy = span{b\¥ @ £, b5 @iV}

Da U® @ T®) in eine direkte Summe eines trivialen Darstellungsraums W, ei-
nes Signum-Darstellungsraums W5 und eines zweidimensionalen standard Darstel-
lungsraums Wy zerfillt, konnen die entsprechenden Basisvektoren durch die Trans-
formationswirkungen und die Orthogonalitdtsbedingungen gefunden werden. Fiir
die Basis der eindimensionalen Unterrdume W, bzw. W5 sind zwei zueinander or-
thonormale Vektoren w der Form

w =M @) + A0 @ ) + M08 @ tP) + A0 @) (4.22)

gesucht, die iiber die triviale Darstellung p(") bzw. die Signum-Darstellung p(®
von S3 transformieren. Fiir den zweidimensionalen irreduziblen Darstellungsraum
Wy sind zwei zueinander orthonormale Vektoren derselben Form gesucht, die iiber
die zweidimensionale Darstellung p® von S3 transformieren und zusétzlich auch
orthonormal zu den Basisvektoren von W, und Wy sind. Aus diesen Bedingungen
berechnet man (s. Anhang

1
W4 = Sp&l’l{7<bg3) ® t§3) + ng) ® tés))}

W = span{ \/_< b¥ @t — 6P @t} (4.23)

~span( o1 0 )

0P @t + b5 @ 1),

Sl

4.5. Adjungierte Einbettung und
Clebsch-Gordan-Koeffizienten

Fiir den Endzustandsraum V wihlen wir einen der beiden irreduziblen Unterrdume
des Zustandsraums U (s. |3]), also

v = span{b(()l)} Ve = span{bgg), bég)} (4.24)
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Die eindimensionalen Rdume W; und W, tragen die triviale Darstellung und sind
somit isomorph zum eindimensionalen Endzustandsraum V(. Der eindimensiona-
le Raum Wj tragt allerdings die Signum-Darstellung und ist somit nicht isomorph
zu V. Die zweidimensionalen Rdume Wa, W5 und Wy tragen die zweidimensio-
nale Darstellung von S3 und sind daher isomorph zum zweidimensionalen Endzu-
standsraum V). Damit ist bereits ohne Berechnung einzelner Matrixelemente fest-
gelegt, welche Kopplungen iiberhaupt einen Beitrag zum Wigner-Eckart-Theorem
liefern konnen: Nur solche Unterrdume W, die zum Endzustandsraum V' isomorph
sind, kénnen zu nichtverschwindenden Matrixelementen beitragen.

Fiir jeden zu V) isomorphen Unterraum W, definiert die adjungierte Einbettung
QL]- die Abbildung von W, € U ® T in den Endzustandsraum V). Wegen der
Beziehung QL] = faPa(u ®t) gilt zum Beispiel
1 1

Qi ©#7) = im0 @ 1Y) = Al € We) = 257 (4:25)
Durch analoge Rechnungen ermittelt man auch die restlichen Beziehungen, die in
Anhang[6.4] zu finden sind. Die im Wigner-Eckart-Theorem auftretenden Clebsch-
Gordan Koeffizienten lauten

ORIQL B @ 1)) = 02 QL 1bY:1(7) 1= € (1.26)

inkp

Mit den Bezichungen aus lassen sich die Clebsch-Gordan-Koeffizienten nun
einfach berechnen. Diese sind in Anhang aufgefiihrt.

4.6. Reduzierte Matrixelemente und
Wigner-Eckart-Theorem

Um das Wigner-Eckart-Theorem fiir das betrachtete S3-symmetrische System voll-
stdndig zu bestimmen, miissen nun die reduzierten Matrixelemente 'yfj berechnet
werden. Dafiir wihlen wir fiir die Réume U®, V) und T® wieder die Basen aus

Kapitel 4.2 und (4.3

Fiir jeden der Blocke - wird ein nichtverschwindender Clebsch-Gordan-
Koeffizient ausgewihlt und das zugehorige Matrixelement direkt berechnet (s. An-
hang . Durch den Vergleich mit der Darstellung des Matrixelements nach dem
Wigner-Eckart-Theorem ergeben sich die reduzierten Matrixelemente

1 1 1 1 2
- (4.27)

1 _ 4+ o3+ 1t 3 _ Lt 3 _

Y11 /3 713 /3 "33 V3 31 V3 V33 3
Alle iibrigen Kombinationen (i, j, k) fithren aufgrund der S3-Symmetrie zu ver-
schwindenden Matrixelementen und besitzen daher kein unabhéngiges reduziertes
Matrixelement. Damit hat das Wigner-Eckart-Theorem fiir das betrachtete S3-
System die konkrete Form
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W) t](ok) 6@)) = Ak cdm v = \/; = (4.28)

7~ inkp 1 t
—-= sonst.
V3

Dabei beziehen sich die Indizes 7,7, k auf den Darstellungstyp der irreduziblen
Unterraume. Die Indizes n, m, p beziehen sich auf den entsprechenden Basisvektor
im jeweiligen Raum.

4.7. Anwendung: Diagonalisierung des Hamiltonoperators

Der Raum der Tensoroperatoren beschrankte sich bisher auf die lokalen Beset-
zungsoperatoren |i) (7|. Der Hamiltonoperator

3
H=eY i)l =ty i)l (4.29)
i=1 i#j
des Systems, weist allerdings auch eine Abhéngigkeit der aufserdiagonalen Beset-
zungsoperatoren |i) (7| mit ¢ # j auf, die ebenfalls Tensoroperatoren von S3 sind.
Der Tensoroperatorraum 7" kann daher auch um die auferdiagonalen Besetzungs-
operatoren erweitert werden. Der gesamte Raum ist dann jedoch 9-dimensional
und es treten weitere Kopien der irreduziblen Unterrdume 70 und T7®) in der
Zerlegung von T auf. Neben des Tensoroperators

ty) = %uw (1] +12) (2] + [3) (3) (4.30)

existiert dann noch ein weiterer Tensoroperator

1

1

)= (D @+ DB+ AU+ E B A+, (@31
der eine Linearkombination der auferdiagonalen Besetzungsoperatoren ist und
ebenfalls iiber die trviale Darstellung transformiert. Auferdem existieren dann
auch weitere Tensoroperatoren, die iiber die zweidimensionale Darstellung trans-
formieren.

Der Hamiltonoperator H lésst sich dann wie folgt als Linearkombination der Ten-

soroperatoren tél) und rél) schreiben:

H =3t — tv/6rV (4.32)

Damit lasst sich der Hamiltonoperator selbst als Tensoroperator interpretieren, der
iiber die triviale Darstellung von S3 transformiert. Dieses Resultat war zu erwar-
ten, da der Hamiltonoperator des betrachteten symmetrischen Systems unter der
Wirkung von S3 invariant ist. Er transformiert daher iiber die triviale Darstellung.
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Auf den Hamiltonoperator als Tensoroperator kann nun das Wigner-Eckart-Theorem
angewendet werden:

(bR (B30 = ()| ev/3t” — 1V b))
= eV OR167 1) — VB b7 [b]7)
= 5\/3%13‘02‘]:;0 - t\/ééilj(]z?ﬁo
= (V3evi; — V6ta},)Cin, (4.33)

Da sowohl t((]l) als auch r(()l) iber die triviale Darstellung transformieren, besitzen
beide dieselben Clebsch-Gordan-Koeffizienten. Sie unterscheiden sich allerdings in
ihren reduzierten Matrixelementen. Das reduzierte Matrixelement 4;; von 7’(()1) wur-
de in Anhang [6.7 berechnet und betrigt

oL = 3
() 1

o (4.34)
—% 1=J= 3

Die Hamiltonmatrix lésst sich mit dem Wigner-Eckart-Theorem und den Clebsch-
Gordan-Koeffizienten der Symmetriegruppe S3 wie folgt schreiben:

AiiCigro A2C5110 MsCizg
H = )‘216%10 )‘2205’1110 )‘236%10 (4.35)

Aa1Cg10 A32C3Te AssCiiig
Die Koeffizienten \., hdngen von den reduzierten Matrixelementen %kj und 55 ab.
Da die reduzierten Matrixelemente jedoch unbahéngig von den konkreten Basis-
vektoren der betrachteten Darstellung sind und Clebsch-Gordan-Koeffizienten mit

den Indizes (7,7, k) = (3,1,1), (1,3, 1) gar nicht erst auftreten, vereinfacht sich die
Hamiltonmatrix wie folgt:

0 >‘2C§1110 A203?2110 (4.36)
0 )‘ZCglzlo )‘203?2210

H

Die Blockdiagonalgestalt der Hamiltonmatrix folgt somit unmittelbar aus den
Symmetrieeigenschaften des Systems ohne das dafiir ein konkretes Matrixelement
berechnet werden muss. Wenn man nun die Clebsch-Gordan-Koeffizienten einsetzt,
vereinfacht sich die Hamiltonmatrix und nimmt in diesem Fall sogar vollstandige
Diagonalgestalt an:
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A 00
H=]0 X 0 (4.37)
0 0 X

Die zwei Basiszustinde des irreduziblen Unterraums U®) besitzen damit dieselbe
Energie A\, wihrend der Zustand der trivialen Darstellung die Energie \; besitzt.
Die Entartung des zweidimensionalen Zustandsraums U®) folgt somit unmittel-
bar aus der S3-Symmetrie. Die vollstdndige Diagonalisierung der Hamiltonmatrix
reduziert sich damit im Wesentlichen auf die Berechnung der beiden Energieeigen-
werte A\; und \o. Es gilt

A = <\/§5”Y%1 — \/at(S%l)

= (\/55% - \/ét\/g)

—e—2t (4.38)

Ao = (\/§5V§3 - \/6t5§3)

1 1
= (\/55% - \/ét(—%))

=c+t (4.39)

Damit ergibt sich die vollstandig diagonalisierte Hamiltonmatrix des Systems in
der Basis {b(()l), b bV 2u

e—2t 0 0
H = 0 e+t 0 (4.40)
0 0 e+t

Die Blockdiagonalisierung des Hamiltonoperators ist nicht nur bei S3-Symmetrie
moglich sondern lésst sich auf beliebige Symmetriegruppen erweitern. Da der Ha-
miltonoperator eines symmetrieinvarianten Systems mit der Wirkung der Symme-
triegruppe kommutiert, ist er ein skalarer Operator und kann als Tensoroperator
aufgefasst werden, der iiber die triviale Darstellung der jeweiligen Symmetriegrup-
pe transformiert. Die Anwendung des Wigner-Eckart-Theorems stellt damit einen
direkten Zusammenhang zwischen den Matrixelementen des Hamiltonoperators
und den Clebsch-Gordan-Koeffizienten der Symmetriegruppe her. Fiir einen Ten-
soroperatorraum 7'M | der die triviale Darstellung trigt, gilt

UD o7 =W~y (4.41)
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Der Produktraum zerfallt somit ausschlieflich in einen irreduziblen Unterraum
W®, der zu U® isomorph ist. Ein Clebsch-Gordan-Koeffizient C?” kann daher

inkp
nur fir VU 2 U® von null verschieden sein. Fiir verschiedene irreduzible Darstel-

lungstypen ¢ # j verschwinden die entsprechenden Clebsch-Gordan-Koeffizienten
und damit auch die zugehorigen Matrixelemente des Hamiltonoperators. In einer
nach irreduziblen Darstellungen geordneten Basis besitzt der Hamiltonoperator
folglich Blockdiagonalgstalt.
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5. Zusammenfassung und Diskussion

Die vorliegende Arbeit zeigt, dass die fiir Drehimpulsoperatoren bekannte Form des
Wigner-Eckart-Theorems nicht an die spezifischen Eigenschaften von Drehgruppen
gebunden ist. Vielmehr folgt ihre Struktur aus allgemeinen Eigenschaften der Dar-
stellungstheorie: der Zerlegung von Tensorprodukten in irreduzible Darstellungen
und dem Lemma von Schur. Damit gilt das Theorem nicht nur im Zusammen-
hang mit Drehimpulsen und Drehgruppen, sondern auch in beliebigen anderen
quantenmechanischen Zustandsrdumen mit beliebigen Symmetrieeigenschaften.

5.1. Zentrale Ergebnisse des allgemeinen Beweises

Eine wesentliche Erkenntnis der Arbeit besteht darin, dass das Wigner-Eckart-
Theorems als Spezialfall einer allgemeineren Aussage verstanden werden kann.
Agrawala zeigte in seinem Beweis, dass die Struktur aller moglichen Homomor-
phismen von einem Produktraum U ® T' (aus einem Zustands- und einem Tensor-
operatorraum) in einen weiteren Zustandsraum V' stark eingeschrankt ist. So lésst
sich jeder solcher Homomorphismen aufgrund der Tensorproduktzerlegung und
Schur’s Lemma als Vielfaches eines adjungierten Einbettungsoperators Q' schrei-
ben.

Der Operator Q' legt bereits fest, welche Abbildungen symmetrievertriglich sind
und welche Matrixelemente aufgrund der Symmetrie verschwinden miissen. Aus-
wahlregeln sind damit eine unmittelbare Konsequenz der Darstellungstheorie. Der
Operator Q' enthilt aukerdem bereits alle relevanten Informationen der Clebsch-
Gordan-Koeffizienten. Diese Sichtweise verdndert das Versténdnis von Clebsch-
Gordan-Koeffizienten generell. Die Clebsch-Gordan-Koeffizienten sind nicht grund-
sdtzlich an die Addition von Drehimpulsen gebunden, sondern entstehen allgemein
aus der Zerlegung eines Produktraums in irreduzible Darstellungsraume. Daher
treten diese auch im Zusammenhang mit anderen Symmetriegruppen als Dreh-
gruppen auf und lassen sich vollig unabhéngig von den Matrixelementen eines
Tensoroperators berechnen.

Ebenso ist das reduzierte Matrixelement keine spezielle Grofe der Drehimpuls-
quantenzahlen, sondern ergibt sich aus der Tatsache, dass ein Homomorphismus
zwischen entsprechenden irreduziblen Darstellungsraumen durch das Lemma von
Schur stark eingeschréankt ist. Das reduzierte Matrixelement ist hingegen nicht
unabhéngig von den Matrixelementen eines Tensoroperators bestimmbar. Damit
liegt der einzige physikalische Freiheitsgrad im reduzierten Matrixelement.

Die beiden Bestandteile des Wigner-FEckart-Theorems lassen sich daher als zwei un-
terschiedliche Informationsanteile interpretieren: Die Clebsch-Gordan-Koeffizienten
beschreiben die durch die Symmetrie festgelegte Struktur der Operatorwirkungen,
wahrend das reduzierte Matrixelement die verbleibende Information enthélt, die
durch die Symmetrie des Systems allein nicht festgelegt ist. Das Wigner-Fckart-
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Theorem trennt gewissermafen die symmetriebedingte Information von den ver-
bleibenden physikalischen Freiheitsgraden eines Matrixelements.

5.2. Anwendung auf die Symmetriegruppe S3

Die allgemeine Aussage des Wigner-Eckart-Theorems wurde in Kapitel 4] an einem
einfachen Tight-Binding-Modell mit S3-Symmetrie konkret untersucht. Dieses Bei-
spiel ist deshalb von Bedeutung, weil es zeigt, dass die in der Drehimpulsquanten-
theorie bekannten Strukturen auch in einem System auftreten, dessen relevante
Symmetrie nicht durch eine Drehgruppe beschrieben wird.

Der Zustandsraum des betrachteten Systems ldsst sich in irreduzible Darstellungs-
raume der Gruppe S3 zerlegen. Ebenso zerfillt der Tensoroperatorraum, der durch
die symmetrischen Besetzungsoperatoren [i) (i| der drei Gitterplitze aufgespannt
wird, in irreduzible Unterrdume. Die anschlieffende Zerlegung des Tensorproduk-
traums U ® T" ermoglicht es, diejenigen irreduziblen Unterrdume zu identifizieren,
die zum jeweiligen Endzustandsraum isomorph sind.

Auf diese Weise konnen die adjungierten Einbettungen konstruiert und daraus die
Clebsch-Gordan-Koeffizienten bestimmt werden. Schlieflich lassen sich auch die re-
duzierten Matrixelemente berechnen und daraus ein Wigner-Eckart-Theorem fiir
das hier betrachtete Tight-Binding-Modell mit S3-Symmetrie formulieren. Fiir das
untersuchte Modell zeigt sich, dass nur bestimmte Kombinationen von Anfangszu-
standen, Tensoroperatoren und Endzustinden einen nichtverschwindenden Beitrag
liefern. Die daraus resultierenden Auswahlregeln sind somit bereits durch die S3-
Symmetrie des Systems eindeutig festgelegt.

Die Bestimmung der Clebsch-Gordan-Koeffizienten fiir die Gruppe S3 (s.[6.5)) stellt
ein eigensténdiges Ergebnis der Arbeit dar. Sie sind unabhéngig von den Matrixele-
menten konkreter Tensoroperatoren und legen fest, welche Kopplungen aufgrund
der Symmetrie iiberhaupt moglich sind. Damit lassen sich durch diese nicht nur
konkrete Matrixelemente einfacher berechnen, sondern geben zugleich unmittelba-
re Einblicke in die Struktur und Auswahlregeln quantenmechanischer Systeme mit
S3-Symmetrie.

In dem hier untersuchten Tight-Binding-Modell verringert die Anwendung des
Wigner-Eckart-Theorems aufgrund der geringen Dimension des Zustandsraums
den Rechenaufwand nicht wesentlich. Die bestimmten Clebsch-Gordan-Koeffizienten
sind jedoch grundsétzlich auf andere quantenmechanische Systeme mit S3-Symmetrie
iibertragbar und konnten dort insbesondere bei groferen Zustandsraumen die Be-
rechnung von Matrixelementen und Auswahlregeln vereinfachen.
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5.3. Symmetrische Struktur des Hamiltonoperators

In Kapitel 4.7 wurde demonstriert, wie sich der Hamiltonoperator des S3-symmetrischen
Systems mithilfe des Wigner-Eckart-Theorems blockdiagonalisieren und anschlie-
Kend sogar vollstdndig diagonalisieren lasst. Im Anschluss wurde gezeigt, dass die
Blockdiagonalisierung des Hamiltonoperators nicht nur in Zustandsrdumen mit
S3-Symmetrie, sondern auch in Zustandsrdumen mit beliebigen anderen Symme-
trieeigenschaften moglich ist.

Durch die Clebsch-Gordan-Koeffizienten beziiglich des Hamiltonoperators, der iiber
die triviale Darstellung transformiert, kann unmittelbar bestimmt werden, wel-
che seiner Matrixelemente aufgrund der Symmetrie verschwinden und in welcher
Form die nicht verschwindenden Matrixelemente miteinander zusammenhéngen.
Die blockdiagonale Verteilung der Matrixelemente ergibt sich aus der Tatsache,
dass ein Tensoroperator, der iiber die triviale Darstellung transformiert, keine
Zusténde koppeln kann, die unterschiedlichen Darstellungsrdumen angehoren, die
nicht isomorph zueinander sind.

Die Clebsch-Gordan-Koeffizienten legen so die durch die Symmetrie vorgegebene
Struktur der Matrixelemente fest, bestimmen jedoch nicht deren absolute Grofe.
Diese Information ist in den reduzierten Matrixelementen enthalten. Sie miissen
daher aus den konkreten Eigenschaften des Hamiltonoperators bestimmt werden.
Dabei ist insbesondere zu beriicksichtigen, dass eine irreduzible Darstellung in ei-
nem Tensoroperatorraum mehrfach auftreten kann. Im vorliegenden Beispiel setzte
sich der Hamiltonoperator aus den beiden Tensoroperatoren t(()l) und 7“01) zusam-
men, die jeweils einer unterschiedlichen Kopie desselben trivialen Darstellungs-
raums angehoren. Obwohl fiir beide Tensoroperatoren dieselben Clebsch-Gordan-
Koeffizienten verwendet werden konnen, unterscheiden sich im Allgemeinen ihre
reduzierten Matrixelemente und miissen individuell berechnet werden.

Der Rechenaufwand fiir die Diagonalisierung des Hamiltonoperators wird in dem
hier betrachteten Beispiel durch die Anwendung des Wigner-Eckart-Theorems nicht
wesentlich reduziert. Dies liegt jedoch vor allem daran, dass der Hamiltonoperator
durch eine einfache 3x3-Matrix dargestellt wird und somit leicht diagonalisiert
werden kann. Der eigentliche Vorteil der Methode zeigt sich bei Hamiltonoperato-
ren mit wesentlich grofseren Zustandsraumen. Sind die Symmetriegruppe und ins-
besondere ihre Clebsch-Gordan-Koeffizienten bekannt, kann die Symmetrie bereits
vor der expliziten Diagonalisierung einen grofen Teil der Matrixstruktur festlegen.
Anstatt eine grofe Hamiltonmatrix vollstéindig zu diagonalisieren, kann sie zu-
nachst entsprechend der irreduziblen Darstellungen der Symmetriegruppe in klei-
nere Blocke zerlegt werden. Im giinstigsten Fall reduziert sich die Bestimmung der
Eigenwerte damit auf die Diagonalisierung mehrerer wesentlich kleinerer Matrizen.

Das Wigner-Eckart-Theorem stellt somit nicht lediglich eine alternative Berech-
nungsmethode fiir einzelne Matrixelemente dar, sondern erméglicht es, die durch
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die Symmetrie vorgegebene Struktur des Hamiltonoperators bereits vor dessen ex-
pliziter Diagonalisierung auszunutzen.
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6. Anhang

6.1. Basis des Zustandsraums U®

Zu zeigen ist, dass die Vektoren

1 1
b = —=(12) — |3 b = —(|2) +13) — 21 6.1
1 ﬂ(HH) > \/6(|>!> 1)) (6.1)
eine Basis des irreduziblen Darstellungsraums U®) bilden. Dafiir ist zu zeigen, dass
dieser Raum unter der Wirkung der Gruppe S3 invariant ist. Dazu geniigt es nach-
zuweisen, dass das Bild jedes Basisvektors unter jeder Gruppenoperation wieder
als Linearkombination der beiden Basisvektoren dargestellt werden kann.

Transformation des ersten Basisvektors b§3>:

PO = (1)~ 2
= 3o - 1) - P2 + 19 -2
= 0+ VE) o
PO = 2=(3) - 2) = b
Transformation des zweiten Basisvektors bg?’):
PO = 2= (1) +12) - 213)
V3 1
= 5 (12) - 3) — —=(12) +13) — 2|1))
2v2 26 (6.3)

1
= 5(\/55753) — o)

1

V6

p@ (51)b5” (13) + [2) — 2]1)) = b5”
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6.2. Basis des Tensoroperatorraums 7%

Analog soll nun gezeigt werden, dass die Operatoren

t§3>:%<\2><2r—13><3\> té‘””:%<rz><2|+\3><3|—2|1><1\> (6.4)

eine Basis des Tensoroperatorraums 7' bilden. Die Gruppenoperation p® (d) ro-
tiert die Operatoren |i) (i| zyklisch gegen den Uhrzeigersinn. Die Gruppenoperation
p®)(s1) vertauscht hingegen die Operatoren |2) (2| und [3) (3|.

Transformation des ersten Basistensors t§3):
1
3 —
P ()t p P (d) ™ = S5 =12) 20)

B V3
= 2f(12> 2 =13) (3!)—m(!2> (2 +13) (3] = 2[1) (1))

—§(t1 "+ V3td)
P (st p (s >1=%<r3><3\—|2> 2)) = —t”

(6.5)
Transformation des zweiten Basistensors t§3):

PO ()t ) (d) !t = %u ) (1] +12) (2] — 2[3) (3])
V3 1
= 2\—f<|2> (21 = 13) (30) = 5=012) (21 + 13) (3] = 2]1) (1)
= 5 (V3 1)
P (s1)t5” p? (51) 7! %<|3> (3] +12) (2| — 2|1) (1)) =

(6.6)
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6.3. Berechnung der Unterraume Wy, W5 und Wy

Basis des Unterraums W,

Gesucht ist ein Vektor

=00 @) + 000 @8 + A0 @t + M 0P @) (6.7)
mit der Wirkung d - w™® = w® und s; - w® = wW. Es gilt
w® = Nsy- (0P @ ) + Aosy - (0 @ t§) + Agsy - (0 @ 1Y) + Aasy - (05 @ 5

=00 @) = 200 @6y — 208 @ 6 + 008 @ 1Y)
i)\gz)\gzg

(6.8)
Weiter berechnet man

d-w® = \d- (0P @tP)+ \d- (05 @)

1 1 1
— A\ —§(b§3> +V3) ® —5( + /3t )} W [5(\/§b§3) v ® 5(\/§t§3) — )

1 3 3 3
3 3 3 1
| 0 et = \/_b oty - \/_bgg)®t§3)+zb§3)®t§3)
1
1 4 NG
(6.9)
Damit erhalt man

w® = ﬁ(b(g @t + b @ 1Y) (6.10)

Basis des Unterraums Wi

Gesucht ist ein Vektor
w® =X (0P @) + 008 @t + A (05 @ ¢y + M0 @18y (6.11)
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mit der Wirkung d - w® = w® und s, - w® = —w®. Es gilt
w® = Aisy - (0 @ 17) 4 Nast - (07 @ t8)) + Ags1 - (05 @ 1) + sy - (0 @ 15Y)
=000 @ t7) — AP @ 5)) — A (08 @ 1Y) + M08 @ 1)
=>AN=M=0

(6.12)
Weiter berechnet man

d-w® = od - (0P @19) + Nad - (0P © D))

1
—5 (17 + V31

- 1
=\ —§(b§3)+\/§b§3) (\/_t — ¢ )} W [§<¢§b§3>_bg3>>® .

3 1 3 3

— o —\/T_b ot + 707 @t — 10 @i + %bf) Dty
3 3 1 3

Y —%bf’) ot - o @t + 0 @ + %bé?’) @1

:>>\2:—)\3;

Sl

(6.13)
Damit erhalt man

1
(2) (3) (3) (3) (3)
w = b @t by’ ®t 6.14
\/i( 1 2 2 1 ) ( )

Basis des Unterraums Wy

Die Basis des Unterraums Wy ergibt sich nun aus den einzigen beiden orthonor-
malen Vektoren w?) und wg’), die gleichzeitig orthonormal zu den Basisvektoren

w® von W, und w® von Wi sind. Dies sind die Vektoren

1
w = =P @t 110 0t?) W = =P 0t - 01))) (6.15)

V2

Mit den bereits hergeleiteten Transformationsbeziehungen fiir die Vektoren bg?’) und

() ®)

kann gezeigt werden, dass die Vektoren w;” tatsachlich iiber die zweidimen-

sionale Darstellung von S3 transformieren, wobei w§3) ein analoges Transformati-

3)

3 . N . .
onsverhalten zu bg ) aufweist, wéhrend wy™’ ein analoges Transformationsverhalten

zu b§3) aufweist.
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6.4. Adjungierte Einbettung

Fiir die adjungierte Einbettung QLJ-

QL (0

Qb (0"

C933(

Ql, (0

Qb0

oty = ol
3 3
) = )

1
o1?) = S

2

1
@) = -0

2

(223(
C233(
(241(

Qb (0

= fupa : URT — W, — VU erhilt man

) 1@ = b

' ® to ) = b

'@ té )) =0 Q41( ' ® t(3)) 0 Q41( ) ® t(3)) ;bél)
i) = 3 Qhe @ ) = 5 QL o) =~
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6.5. Clebsch-Gordan-Koeffizienten
Nun werden die Clebsch-Gordan-Koeffizienten 7™

inkp

beziehen sich auf den Darstellungstyp der Riume U®, V) und T®. Die Indizes
n, m,p bezeichnen den Basisvektor des entsprechenden Raums U®, V) T®),

berechnet. Die Indizes ¢, 7, k

Citwo = (05" 1Q 166" 1) = 1 (6.16)
(Cits1 = <b3>|c2£3|bl t) =1
cm, — ] Ot = 0110w 137) =0 6.17)
Clos1 == (b ‘Q23|b 7)) =0
(3R = (057 1Qs b5 157 = 1
(05)1110 <b(3 ‘Qsza’b t(()l > =1
cim, — ] Ot = O1QR I 1y ) =0 (6.18)
05’1210 <b |Q33|b ito >:O
\05’2210 <b(3)|Q33|b t(()1)> =1
(C§?31 = (b((]l)|QL|bg3),t§3)) = %
i, = { it = Uh 1L 51, ) =0 (619
C3g1 1= <b0 |Q41|52 at1 ) =0
\031332 (bo ‘Q41‘b tg3)> :%
(053’1131 = <b§3)|Qg3|bgl)§t§3)> =0
05?)1132 = <b53)|Qg3|bgl)§t§3)> = %
Cim = (017 1Qb 0575 117) = 3
Citsr = (by ' |Qeslb1”;877) = )
C§’1232 = <b;3)|Q253|b§3)5t§3)> =0
Oy = <bé3>\@;3\b§3>;t§3>> =0
O 1= (057 1QE 0575 857) = —5
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6.6. Reduzierte Matrixelemente %kj

Fiir die Berechnung der reduzierten Matrixelemente ’yfj werden nachfolgend einige
exemplarische Matrixelemente berechnet und anschliefend mit dem Ergebnis aus
dem Wigner-Eckart-Theorem verglichen:

(1) ,.(1) 1
571" b5y = Zl+ 21+ <3|>7<|1> (1] +12) 2] +13) (3 |>7<|1> +12) +13))
3\f<<1|+<2|+<3|><u>+|2>+|3>>:%
011010711 7111 = ’7111 = % (6.21)
1P ) = (2] — (3)—=(12) (2] — [3) (B)—= (11 + [2) + [3))
1 1 0 \/5 \/_ \/_
= SRRl = B2 - 13) = 2
= Cf&:&ﬂi& = st = 7?3 = % (6.22)
1D 15y = (2] — B (11) (U] + [2) 2] + 3) B)—=(]2) — [3))
PR V3 V2
= o= (1= B2 - 13 = =
= 03110733 7%3 = 7§3 = % (6.23)
B 11 B = (] + 2]+ B —=(12) @] — [3) (3D —=(12) — [3))
0 1 1 \/g \/_ \/_
=%<<1|+<2|+< (12 >+|3>>=%
= C§131731 = V31 7::331 = % (6‘24)
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757 |5y = \/5(< =3 |)7(|2>< | —[3) (3 |)7(|2>+|3>—2|1>)
1 1
:2_\/6(< = 3D(12) - |3>)=%
écg%?)ﬁgs = %7?3 = |75 = g (6.25)
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6.7. Reduzierte Matrixelemente J;;

Fiir die Berechnung des reduzierten Matrixelements (55’]- werden nachfolgend zwei

exemplarische Matrixelemente beziiglich des Tensoroperators r(()l) berechnet und
im Anschluss mit dem Ergebnis aus dem Wigner-Eckart-Theorem verglichen.

W ,.Wpoy, _ L
{bg |19 |bg ") = 3\/6(<1|+<2|+<3|)(|1> (2] + 1) 3] +12) (1] +12) (3]

+13) (UL +13) 2D(1) + 12) + [3))

= L(m + 2]+ (3])(2]1) +22) +213))

3v6
- orar9)= \f
3v6 3
' ¢1 ~10 1 1 2
= 0110110 = 011 = |01 = \/; (6.26)

@)D ey _ L o
(07715 [b7) = 2\/6«2‘ (BDAT) 2] + [1) (3] + [2) (1] + [2) (3]

+13) (1 +13) 2D (12) = 13))

1 1
= 52 = G = 1)~ 12) + 13) = -
Lsn,om, = {_VL@ nem

0 n#m

1

7 (6.27)
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Eigenstandigkeitserklarung

Hiermit erklére ich, dass ich die vorliegende Arbeit eigensténdig verfasst habe.
Alle verwendeten Quellen und Hilfsmittel wurden nach bestem Wissen und Ge-
wissen angegeben. Im Rahmen der Erstellung dieser Arbeit habe ich das KI-System
ChatGPT von OpenAl zu den folgenden zwei Zwecken verwendet:

1. Unterstiitzung bei der Bestimmung und Uberpriifung von Basen der irredu-
ziblen Unterraume:

Ein wesentlicher Arbeitsaufwand bestand darin, geeignete Basen fiir die ir-
reduziblen Unterrdume der betrachteten Darstellungen zu bestimmen. Um
nicht wiederholt verschiedene mégliche Basen erraten und {iberpriifen zu
miissen, habe ich ChatGPT gebeten, geeignete Basen vorzuschlagen. Die
mathematischen Ergebnisse wurden anschliefsend von mir selbst iiberpriift.

2. Uberpriifung und Korrektur der Arbeit wihrend des Schreibprozesses:

Wiéhrend der Anfertigung der Arbeit habe ich ChatGPT wiederholt ge-
nutzt, um einzelne Inhalte und Formulierungen zu besprechen sowie mdog-
liche Fehler, Unklarheiten und Schwachstellen aufzudecken. Wenn sich dabei
eine Struktur oder Formulierung als treffender erwiesen hat, habe ich diese
gegebenenfalls iibernommen. Samtliche Vorschlage wurden von mir kritisch
gepriift. Ubernommen wurden nur solche Anderungen, die meiner eigenen
Einschitzung nach der fachlichen Qualitdt und Verstédndlichkeit der Arbeit
dienten.
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